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“Ha dois labirintos do espirito humano: um
respeita a composicdo do continuo, o outro a
natureza da liberdade; e ambos tém origem
no mesmo infinito.”.

(Wilhelm Leibniz, 1646-1716)



RESUMO

A humanidade desde os tempos em que comecgou a cultivar plantas e criar animais tem a
necessidade de desenvolver Matematica, criando calendarios para prever a melhor época
de plantio, o tempo para o nascimento de determinado animal, ou mesmo se preparar para
as épocas de cheias nos rios préximos. Contar € uma atividade natural do ser humano, mas
fomos além disso com o passar do tempo. Iremos discutir a coexisténcia de modelos
tradicionais e inovadores na Ciéncia e a dificuldade que a academia demonstra em substituir
um conhecimento vigente por um emergente, ainda que com vantagens comprovadamente
superiores. Iremos trazer alguns modelos padréo (standard) em éares afins e analisar por
meio da filosofia, epistemologia e pedagogia tais modelos. Medir velocidade instantadnea de
moveis, bem como calcular a area de circulos, para sabermos o volume do silo cilindrico
onde guardamos nossos graos, se mostram dois problemas bastante dificeis, e assolaram
0s matematicos por milénios, desde Arquimedes e outros mais antigos. A solugcdo desses
problemas, de maneira genérica e formal surge no século XVII, com Newton e Leibniz.
Esses dois génios conseguiram generalizar ndo sé em resultados, mas em método, tais
guestbes. Por esse motivo estes sdo chamados de os pais do Célculo Diferencial e Integral.
Mostraremos essa evolugdo até os conhecimentos estabelecidos atualmente. Newton e
Leibniz puderam conceber a existéncia de coisas e nimeros muito pequenos e muito
grandes, sem fundamentar formalmente tais nimeros. Cauchy e Weierstrass alcacaram um
degrau acima nesse tema, mas ainda deixam o questionamento: “quem sdo esses niUmeros
menores que todos 0s nimeros, ou maiores que todos 0s nimeros, que numero real é esse
gue é maior do que o seu dobro? 0,999... = 1, como isso?” Falta um pouco. Esse estudo
mostra que s6 cerca de 300 anos depois, ja no século XX, Abraham Robinson foi capaz de
responder a essa pergunta, e este trabalho apresenta tal resposta em termos técnicos e
pedagdgicos. A fim de solucionar tal questionamento, Robinson teve que usar o seu lado
filoséfico, légico, matematico, epistemolégico, professor, que reconhece o valor dos
criadores do Calculo e de seus predecessores. Acreditamos que se deve emergir um
paradigma novo, a analise e o célculo ndo-standard (ndo padrao). NUmeros dessa categoria
nao sao reais, sdo ficcdes Uteis, nas palavras de Leibniz, e ficcbes ndo sdo objetos
matematicos. Esse estudo traz uma perspectiva da implementacdo dessa nova teoria, ha
matematica e outras areas, por uma analise histérica, filoséfica, metodologica e matematica,
mostrando que filosoficamente, tecnicamente e pedagogicamente, sé temos a ganhar em
permitir a chegada de uma matemaética ndo-standard, no nosso mundo e nos Nnossos bancos
Universitarios, ja que é bem mais intuitiva e légica. A analise documental desenvolvida neste

trabalho apresentou uma experiéncia em campo da desenvolvida nos Estados Unidos da



América da década de 1970 com a utilizagdo da andlise ndo-standard na educacdo. Além
disso, apresenta-se uma analise minuciosa dos livros utilizados pelas universidades publicas
da regido sudeste do Brasil. Notamos que nenhuma das instituicdes apresenta tais
conhecimentos tdo importantes aos seus discentes. Concluimos este trabalho discutindo o
nivel de dificuldade das demonstracbes matematicas, a partir de conceitos do célculo

diferencial e integral, por meio da analise ndo-standard de forma incrivelmente mais intuitiva.

Palavras-chave: Calculo. Nao-standard. Infinitesimais. Filosofia. Epistemologia.



ABSTRACT

By the time humans started to grow plants and raise animals, they have had the necessity to
develop Mathemathics by creating calendars which indicated the best time for planting,
calculating the birth period of certain animal or even preparing for flood period of the nearby
Rivers. Counting is a human natural activity; however, we have gone beyond that when time
passed by. We will discuss about the coexistence of traditional and innovative patterns in the
Science and the difficulty the academy presents in changing current knowledge for an
emergent one, there are proven superior advantages, though. We will bring some standard
models in related areas and analyze them by using the philosophy, epistemology and
pedagogy. Measuring instantaneous speed of a moving object, such as calculating the area
of circles to find out the volume of cylindrical silo where we store our grains, they are two
very challenging problems which intrigued the mathematicians for millennia, including
Arguimedes and older ones. The solution for these problems emerged in a general and
formal way in XVII century with Newton and Leibniz. These both genious got to generalizate
these questions not only in results, but also in methods. That's the reason they are known as
the fathers of the Differential and Integral Calculus. We will show this evolution till currently
established knowledge. Newton and Leibniz could prove the existence of very tiny and very
large things and numbers without formally substantiate them. Cauchy and Weierstrass
reached an upper level related to these theme, and they still have a question: which are
these smaller or larger numbers than all others ones; or which is this real number that is
bigger than its Double? 0,999... = 1, what is that?” it’s still missing a little. This study shows
that only about 300 years later in XX century, Abraham Robinson was able to answer this
guestion and this academic work presents this answer in technical and pedagogical terms. In
order to solve this question, Robinson had to use his philosophical, logical, mathematical,
epistemological, pedagogical ability which recognizes the value of the Calculus creators and
their predecessors. We believe there must emerge a new paradigm, the non-standard
analysis and calculus. Numbers from this category are not real, they are useful fictions,
Leibniz Said, and fictions are not mathematical objects. This study brings a perspective of
implementing this new theory in Math and in other areas through a historical, philosophical,
methodological and mathematical analysis, in order to show that philosophical, technical and
pedagogically we will all have to evolve with this non-standard coming mathemathics in our
world as in our Universities once it is much more intuitive and logical. The document analysis
developed by this academic work presented a field experience in the United States of
America in the 1970s when it was used the non-standard analysis for education. Moreover, it
is presented a thorough analysis of the books used in the public universities of the Southeast

region of Brazil. We could realize that none of the institutions detains such knowledges which



are so important for their students. We may conclude this academic work by discussing the
difficulty level of mathematical demonstrations, from the concepts of differential and integral

Calculus through the non-standard analysis in a incredible and more intuitive way.

Keywords: Calculus. Non-standard. Infenitisimals. Phylosophy. Epistemology.
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1 INTRODUCAO

A criacdo da matematica e suas técnicas, sempre foi estimulada pela acdo cotidiana
do homem, assim como a escrita foi criada, provavelmente, na Mesopotamia, em funcdo de
necessidades da vida em uma organizacao de sociedade. Os sumérios, em cerca de 4 000
anos antes de Cristo, criaram as primeiras formas de escrita, onde principalmente era usada
para anotar quantidades de animais em suas criacdes e 0S insumos necessarios. Ja 0s
egipcios sdo vistos como os criadores da matematica, por meio da Geometria, e também
por uma questao importante da convivéncia em sociedade, como vemos em Bueno (2021):

A Geometria, por outro lado, tem sua origem no Egito, onde os impostos
governamentais eram cobrados de acordo com a area das terras cultivadas
pelos agricultores. Nesse contexto, se uma cheia do rio Nilo alcancasse
parte da terra de um agricultor, ele solicitava que os valores a serem pagos
fossem reduzidos, proporcionalmente a parte alagada do terreno. Para que
essas questfes fossem resolvidas, técnicas geométricas elementares eram
necessarias. Foi dessa necessidade do célculo preciso de areas de terras
gue surgiu o termo Geometria (geo + metria).(BUENO, 2021, p. 01)

Percebe-se nos ultimos séculos a criagdo de uma dicotomia entre a Filosofia e a
Matematica, ou mesmo entre as Ciéncias Humanas, Naturais e Exatas, e entendemos que
essa separacdo, sobretudo, na forma de pensar nos fez cada vez mais especialistas, mas
tanto na virtude quanto na desvirtude, afinal cada vez mais sabemos sobre um determinado
tema, mas cada vez o relacionamos com outros.

A interdisciplinaridade é muito defendida como forma pedagdgica de ensino a qual
relaciona diversas areas do conhecimento em um mesmo problema. Concordamos que €&
uma ferramenta potente na area educacional, mas pensamos que a interdisciplinaridade
transcende questbes meramente pratico-pedagdgicas: ao relacionar o raciocinio de um
filosofo (seus questionamentos e argumentacdes) ao pensamento de um historiador (e o seu
entendimento temporal e analise critica dos acontecimentos do passado) e ao raciocinio de
um matematico (suas resolucdes e demonstracbes) poderia, e por séculos foi visto isso,
uma forma riquissima de se fazer ciéncia. Sem esse rico entrelagcamento entre as diferentes
areas, nao seria possivel o desenvolvimento do conhecimento; sem 0s avancos na
epistemologia das ciéncias, tais fatos ndo ocorreriam com fluidez e confiabilidade
observados, por exemplo, na unido dessas ditas, diferentes formas de conhecimento
humano.

O pedagogo, por exemplo, consegue pensar em técnicas de ensino que podem, com
uma vasta fundamentacao tedrica, perceber o que é melhor para o aprendizado, e de que
forma o discente pode aproveitar mais de um estudo, e por muitas vezes foi e é capaz, ao
longo da historia, de eleger autores, escolas, metodologias, em que a troca de informacdes

encontra um ambiente suscetivel ao ensino.
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Quando ndo conhecemos o0 nosso passado ndo sabemos atuar no presente e
vislumbrar o futuro. A Histéria do mundo, das ciéncias, das artes, do pensamento humano, é
vital para que possamos sempre ir na diregdo de melhor desenvolvimento em todas essas
areas da atuagdo humana, e entender sobre a Historia das Ciéncias, e dos personagens
gue nos trouxeram aos dias de hoje, e todos os conhecimentos que temos disponiveis na
atualidade séo vitais no processo de crescimento.

Acreditamos, portanto, que esse estudo tem sua base pautada na
interdisciplinaridade, ou até mesmo na transdisciplinaridade, ja que os temas ndo se péem
paralelamente e sim se mostram fundidos e transpassados uns pelos outros. Como
veremos no decorrer do texto, fatores histéricos, filoséficos e cientificos permitiram ao
homem um avanco monumental até os dias atuais. Em nossa percepc¢édo, tais avancos
foram possiveis gracas a interdisciplinaridade presente na histéria das ciéncias (POMBO,
2010).

Algo que é dado na sua forma minima, naquilo que seria a pluri (ou multi)
disciplinaridade, que supde o pdr em conjunto, o estabelecer algum tipo de
coordenacdo, numa perspectiva de mero paralelismo de pontos de vista.
Algo que, quando se ultrapassa essa dimensédo do paralelismo, do pbr em
conjunto de forma coordenada, e se avanca no sentido de uma combinacéo,
de uma convergéncia, de uma complementaridade, nos coloca no terreno
intermédio da interdisciplinaridade. Finalmente, algo que, quando se
aproximasse de um ponto de fusdo, de unificacdo, quando fizesse
desaparecer a convergéncia, nos permitiia passar a uma perspectiva
holista e, nessa altura, nos permitiria falar enfim de transdisciplinaridade.
(POMBO, 2010, p.13).

O Principia faz uma integracdo de diferentes disciplinas, com uma abordagem
histérico-filosoéfica do conhecimento. Newton desenvolve um trabalho interdisciplinar onde
seus estudos de fisica e matematica veem apoiados por uma questdo filosofica e
epistemoldgica inovadora e, portanto, é considerada uma das obras mais importantes sobre
a interdisciplinaridade entre a filosofia, a loégica e a matematica, assemelhando-se a
influéncia de Organon (1985) de Aristételes (384a.C—322a.C), embora sejam vistos como
disciplinares por muitos:

enquanto na época de Aristételes ou na de Galileu os pesquisadores de
diferentes areas [ainda] se procuravam mutuamente para compartilhar seus
conhecimentos, verifica-se hoje uma tendéncia geral que vai no sentido
contrario, fazendo com que os pesquisadores se entrincheirem nas suas
especialidades, ou subespecialidades, compartilhando seus conhecimentos
apenas no interior de um circulo proximo e restrito. (LEIS, 2011, p. 113)

Se um dia os filésofos deixassem de questionar o homem e o mundo, ficariamos

estagnados no ponto incrivel que conseguimos chegar; se 0s matematicos né&o
demonstrarem mais 0s seus resultados, 0 avanco tecnoldgico atual estaria findado.

Se o ser humano nao tivesse a curiosidade que lhe é inerente, a sabedoria que

desenvolvera, a vontade de completar lacunas fisicas, epistemolégicas, l6gicas, divinas,
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filosoficas, nés ainda estariamos na idade da pedra. Acreditamos que todas essas
atividades humanas, bem como todas as outras, nos trouxeram a esse século e construimos
0 homem que se apresenta na atualidade. Enquanto o homo sapiens surgiu, acredita-se ha
apenas 300 mil anos, e o homem tal como o conhecemos hoje, denominado de homo
sapiens sapiens, existe uma notoéria evolugdo na constru¢cdo do conhecimento: o homem
atual é capaz de voar, de realizar viagens espaciais, de desvendar o fundo do mar, falar
com pessoas do outro lado do mundo através de conexfes sem fio. O homem atual pode
curar doengas vindas de coisas “invisiveis”, criar seres vivos, e até quem sabe, ser possivel
viajar no tempo e presenciar tanto o futuro quanto o passado.

Por sermos o homo sapiens sapiens, somos uma categoria moderna de seres
humanos, somos os “homens que sabem o que sabem”: temos a capacidade de raciocinio e
fala, portanto, somos dotados de inteligéncia. No entanto essa “vantagem” nos traz também
a seguinte obrigatoriedade: usar essa inteligéncia para descobrir e criar cada vez mais
conhecimentos. Concordamos que esse diferencial deve estar presente em todos o0s
segmentos de atuagdo humana.

Coisas sem solucdo, com lacunas, sem definicdo, sem fundamentacdo préatica ou
tedrica, incompletas, o desconhecido, nos incomodam, e por isso somos tdo evoluidos, ou
talvez a nossa evolugdo seja a causa disso. Mas a questdo posta € que o0 ser humano
precisa do estado de duvida, de critica, de falseabilidade para o seu crescimento, utilizando
um modelo padrao (standard) estabelecido, mas sempre procurando por melhores
respostas, formalizagbes, e rigor, e pronto para receber um novo modelo (ndo-standard),
gue nos traga melhores resultados, ou melhores intuigcdes, melhores teorias.

Por séculos os pensadores se depararam com um problema em trabalhar com
ndmeros muito pequenos e tais nimeros se maostraram necessarios para a solucdo de
problemas na Geometria e na Fisica. Nesses casos a solugdo sempre se deu de forma
pontual, onde se resolviam por aproximag¢des cada problema que lhes era apresentado, e
nunca de forma precisa e generalizada, ou com uma linguagem formal lI6gico-matematica.

No século XVII o homem ja possuia uma pratica em que prevalecia a razdo a outras
formas de se fazer conhecimento. Tal fato e as varias tentativas de resolucédo do problema
dos numeros infinitamente pequenos permitiram que dois génios, Newton e Leibniz,
pudessem dar a base formal, quase que ao mesmo tempo, que se esperava ha tanto tempo
para o problema proposto. Nesse sentido ambos sdo conhecidos como os pais do Célculo
Diferencial e Integral.

Esses numeros apareciam em diversos problemas, mas em dois deles de forma
constante: o de se calcular area de figuras planas nao poligonais e o problema da reta
tangente a curva, que permitiria medir a taxa de variagdo de uma curva em um ponto e

consequentemente, a velocidade instantanea de um movel em um determinado ponto. Tais
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problemas se mostraram dificeis a época, poque ambos pairavam sob o mesmo dilema dos
nameros infinitamente pequenos.

Newton e Leibniz foram capazes de superar esse problema. No entanto eles o
evitaram, ja que nunca os definiram formalmente. Newton, em uma abordagem mais
pessimista, ignorou a existéncia de tais numeros, enquanto Leibniz os considerava, embora
nao fosse capaz de formular uma teoria rigorosa sobre eles. Apds o conhecimento de tal
matemética, muitas criticas foram feitas, como encontramos em Mancosu (1989):

No inicio do século XVIII, o célculo diferencial estava dentro da Academia
de Ciéncias expostas a fortes criticas em Paris. Um grupo de mateméticos
criticou 0 novo método de célculo tanto por sua suposta falta de precisédo
guanto pelos resultados que produziu. Um debate acalorado se arrastou por
cerca de seis anos até que os defensores do célculo diferencial ganharam
vantagem. (MANCOSU, 1989, p. 224).

O lado filésofo de ambos permitiu que pensassem a existéncia de coisas e nimeros

muito pequenos e muito grandes, enquanto o lado matematico permitiu “calcular’ tais
grandezas. A Geometria do mundo natural e a Algebra do mundo idealizado se juntam em
harmonia. A Fisica agora se faz em uma espécie de Metafisica do mundo natural.

Ja resolviamos tais problemas de forma bastante acurada, mas esses dois sabios
conseguiram generalizar ndo s6 em resultados, mas em método. Tal feito foi possivel a
partir da articulacédo entre a filosofia e a matematica. O lado filos6fico de ambos permitiu
gue pensassem a existéncia de coisas e numeros muito pequenos e muito grandes,
enquanto os seus lados matematicos “calcular’ coisas com eles, e a Geometria do mundo
natural e Algebra do mundo idealizado se juntam em harmonia. Mas quem sS3o esses
nameros menores que todos 0s numeros, ou maiores que todos 0s numeros?

Ignorar que uma ciéncia possui falhas, ou falta de rigor significa fechar os olhos para
uma inconsisténcia cientifica, e o fato de os resultados serem satisfatérios por um tempo, no
maximo elege uma teoria a categoria de modelo standard, modelo padrdo, mas somos
forcados a procurar preencher tais lacunas epistemoldgicas ou mesmo mateméticas.

Com base nessa perspectiva, que trazemos a discussdo sobre um tema que
perpassa diversas areas do conhecimento, os chamados modelos ndo-standard. Iremos
comparar, por meio de algumas abordagens, o modelo standard com o modelo n&o-
standard, analisando vantagens e desvantagens nas concep¢des de “mundo” em cada caso,
remodelando a nogdo de "tempo”, o que trard um novo olhar por meio da filosofia, da
historia, da cultura, da epistemologia, da matemética, das ciéncias da natureza, e em varias
outras areas da atuacédo humana.

Na area de matematica, a abordagem ndo-standard € amplamente discutida pelos
I6gicos e possui grande destague no ramo da filosofia da matematica. A referéncia mais
comum ao termo se da a chamada Andlise nao-standard, desenvolvida por Abraham

Robinson, na década de 1960. Robinson concebe suas ideias a partir do tratamento dado
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por Leibniz, Cauchy e Weierstrass, aos numeros infinitesimais, assunto que sempre gerou
crises na Histéria da Matematica. Esta crise ainda persistia na Mateméatica Contemporanea,
embora ambos os criadores do Calculo, Isaac Newton e Gottfried Leibniz, sem a
formalizacdo técnica esperada pelos matematicos posteriores, foram capazes de
generalizacbes nunca vistas antes.

Nesse estudo, iremos contrapor as ideias de Isaac Newton e Gottfried Leibniz, seja
no sentido matematico ou filosofico, sobre os nimeros muito pequenos (infinitamente
pequenos) e muito grandes (infinitamente grandes), sobre os limites e os infinitesimais,
respectivamente, e o desdobramento no Calculo, na Ldgica, e na Analise nos séculos que
se seguiram, de tentativas de se formalizar finalmente, tais nimeros “estranhos”.

Esse estudo mostra que s6 cerca de 300 anos depois de Newton e Leibniz, um ser
humano chamado Abraham Robinson foi capaz de responder a essa pergunta, mas para
isSso teve que usar o seu lado filésofo, o seu lado logico, o seu lado matematico, o seu lado
epistemologo, propondo uma nova teoria relacionada aos nimeros infinitesimais e infinitos.

Reconhecemos o valor dos feitos de todos os cientistas anteriores que contribuiram
na construcao do Célculo Infinitesima. No entanto entendemos que esta na hora de mudar,
ndo s as contas e resultados ou até mesmo o método, mas a base tedrica como um todo,
na qual a ciéncia esta alicercada. E necessaria uma mudanca paradigmatica estabelecida
na andlise e célculo standard (padréo) e é hora de emergir um paradigma novo, a andlise e
0 calculo nédo-standard (ndo padrao) alinhando tais conceitos com os publicados por
Robinson em 1961.

E necesséario conceber a existéncia de nimeros n&o reais, visto que tais nimeros
mostram uma ideia e um comportamento que ndo pode, nesse contexto, representar a
realidade. Tais nimeros ndo parecem ser capazes de modelar a magnitude de observacdes
sobre fenbmenos da natureza, que o célculo se presta a fazer em muitas situagdes, solugéo
encontrada pela primeira vez por Robinson.

Robinson prop&e uma nova categoria de numeros, chamada de nimeros hiper-reais,
ja que um numero real infinitesimal, demonstra um comportamento nada intuitivo, e
aparentemente externo ao conjunto construido na Teoria dos Conjuntos classica, o que
aparentemente burla a propriedade importante que possuem 0s numeros reais, denominada

Ordenacao Numeérica.

Um numero real infinitesimal positivo, 5>O, oe |R, é um namero real © menor

gue todo nuamero real positivo, para que possa no Calculo, servir como a maior aproximagao
, o . . S o5
possivel entre dois objetos matematicos, mas sendo assim temos que 0 < E jaque © éo

menor dos numeros, portanto, multiplicando ambos os membros da inequagéo por 2>0
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temos que, 26 < 5, mas se dividirmos a inequacéo por 6+#0 , temos que 2<1, 0 que é um
absurdo, e isso é a base do Calculo Diferencial e Integral e da Analise Real. Portanto o
modelo standard, aceito pela academia até a atualidade, teria uma inconsisténcia, que é
resolvida, de acordo com Robinson, pela formulacdo de uma classe de numeros

denominada hiper-reais.

O Calculo standard defende que 0,999... é igual a 1, pois a diferenca entre eles é um
namero infinitamente pequeno, e que pode ser desprezado, j& que ndo “atrapalha” as
contas. Mas eu sinto que falta um pouquinho para que 0,999... seja igual a 1, entdo o que
faco, ignoro a minha razdo? Ou serd que existe uma categoria para esse pouquinho que
falta, jA que ele pode nao ser real, mas também nao é irreal, pois ele estd na minha
racionalidade, entéo talvez ele deva se chamar hiper-real, tal como Robinson idealizou.

Portanto a pergunta de pesquisa que esse trabalho pretende responder € a seguinte:
a partir da constatacado da existéncia dos numeros hiper-reais, é possivel construir um curso
de calculo diferencial e integral a partir desse novo paradigma nas universidades

brasileiras?

1.1 OBJETIVOS

O objetivo geral deste estudo é discutir, por meio de comparagdes historicas,
filosoficas, epistemologicas e principalmente matematicas, os diversos escritos sobre o
Célculo Diferencial e Integral, ou o Calculo Infinitesimal como alguns se referem, mostrando
assim as fraquezas que a teoria vigente possui, sobretudo na questdo légica e
epistemoldgica. Tal evidéncia se da em funcdo da sua constru¢éo sobre um alicerce logico
ou epistémico fragil, e porque ndo dizer matemético, ja que embora com resultados
satisfatdrios, Ihe falta a formalidade e o rigor que se espera de uma ciéncia normal
dominante. A luz do que descreve Thomas Kuhn, como a ciéncia e os paradigmas que a
comunidade cientifica entende como fundamentada e segura acerca dos paradigmas
cientificos dominantes, e levar assim o leitor a refletir sobre uma mudanca radical no Calculo
e na Andlise, ou mesmo em outras areas diversas, e a implantacdo de um novo modelo
denominado Andlise ndo-standard, que nos trouxe Abraham Robinson em 1961 d.C.

O estudo faz um panorama histérico na disciplina Calculo a cerca de 1650 a.C, o qual
se tem registro até os dias atuais, passando por diversos cientistas que contribuiram de
algum modo para o desenvolvimento do mesmo, e assim veremos como 0 conhecimento
humano se desenvolveu ao longo do tempo, e que erros e acertos sempre de alguma forma
contribuem para a construcéo sélida de uma teoria, mesmo na dita mais exata das ciéncias

exatas, a matematica.
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N&o temos a intencdo de que esse trabalho sirva como um manual de Andlise ndo-
standard, j& que acreditamos que a primeira questao posta acerca da implementacdo dessa
analise passa pela questdo histérica ja mencionada, mas também em relacdo a questéo
filoséfica inserida na discussdo sobre duas abordagens, niumeros reais e hiper-reais, que
levam a resultados semelhantes quanto aos fins. Mas sera que os fins justificam os meios, e
ndo devemos questionar a forma como os meios foram implantados?

Aos matematicos, durante todo o trabalho, teorias, técnicas e teoremas sao trazidos,
afinal ndo se pode criticar uma teoria sem ter acesso ao que ela traz, ao mesmo tempo que
discutimos os precursores, as mentes brilhantes que primeiro pensaram sobre esta incrivel
matematica, mostramos essas descobertas e suas bases cientificas, e mostramos as
vantagens da nova andlise, tanto na formalizacdo dos conceitos, quanto ao grau de
complexidade da disciplina. Observa-se que esta ndo aumentou e na maioria dos casos
tornou o entendimento intuitivo e cognitivo até mais simples. Ratifica-se essa afirmacéo
apresentando algumas demonstra¢cdes matematicas neste trabalho, a fim de exemplificar tal
simplicidade.

1.1.1 OBJETIVOS ESPECIFICOS
Nesse estudo mostraremos por diversos prismas que a substituicio de uma teoria
dominante por outra visivelmente melhor encontra obstaculos que apenas podem ser
entendidos como uma questéo de tradicdo, que os académicos muitas vezes se apegam, e
no que se refere a questao do ensino, ainda acontece mais frequentemente ja que 0 novo
parece ser sempre visto como inimigo do processo de aprendizagem continuada.
Os objetivos especificos deste trabalho se baseiam nas seguintes questfes:
e Analisar as principais diferencas do ponto de vista matemético entre a analise
standard e a analise ndo-standard;
o Avaliar as questdes epistemoldgicas que conduzem as duas teorias postas em
estudo;
¢ Relacionar as propostas filosoficas que fundamentam ambas as teorias;
e Avaliar a adogéo, por parte das universidades publicas brasileiras, sob o recorte da

regido sudeste, da teoria em estudo em seus curriculos atualmente em vigor.

Para o percurso metodol6gico deste trabalho, propomos uma pesquisa exploratoria e
descritiva, de modo a verificar o tratamento que a academia esta dando a evolugcédo do
conhecimento na &area do Célculo Infinitesimal e da Analise Matematica. Para tanto
estudamos artigos publicados sobre o tema analise ndo-standard de Abraham Robinson, por
meio de uma pesquisa na plataforma Google Académico e na Plataforma Capes (repositério

de teses e dissertacdes). A busca foi feita por estudos que abordem a anélise ndo-standard,
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através de artigos cientificos, publicacbes em periddicos e revistas especializadas.
Procurou-se, também, dissertacbes e teses desenvolvidas nos Programas de Pds-
graduacdo nas ultimas décadas, com o intuito de entender sobre se o tema tem sido
divulgado e com que abordagem seus autores discorrem, sob o recorte dos mesmos temas
gue nortearam as buscas nas outras plataformas.

Além das publicacdes cientificas relevantes, realizou-se uma andlise dos curriculos
de cursos de formacdo académica e profissional de estudantes do ensino superior, em
cursos de Licenciatura e Bacharelado em Matematica da Regido Sudeste do Brasil. Essa
escolha se justifica, pois, a regido possui um nimero maior de universidades renomadas, as
guais servem de embasamento para os curriculos de diversas outras universidades publicas
e privadas do pais.

A partir dai, faremos uma andlise qualitativa, por meio de uma pesquisa documental
e bibliogréafica, onde o interesse maior funda-se numa analise da realidade do pensamento
generalista do ser humano, relacionando cada prética, standard e ndo-standard, na area da
matematica, da filosofia, da teoria das ciéncias, da histdria, da epistemologia, dentre outras,
com requisitos como relevancia no ambito cientifico e intelectual, interferéncias filosoficas, e
culturais, no que se refere as consequéncias sociais.

A abordagem quantitativa ocorre apenas no Capitulo 7, onde faremos um
comparativo entre as bibliografias dos cursos de Calculo Diferencial e Integral | e Analise
Matematica (Analise Real), que ddo a base para o estudo dos temas que envolvem o
Célculo Infinitesimal. Investigaremos a tese de que os referidos cursos baseiam-se nos
estudos ultrapassados na analise standard e quantitativamente, e avaliaremos uma ampla
pesquisa de campo feita em 1976 e descrita por Kathlenn Sullivan, na qual, os
resultados obtidos pela autora mostram que a andlise ndo-standard é mais indicada
também no ambito pedagdgico, além de epistemoldgico.

Sendo assim, além de uma pesquisa bibliografica e coleta de documentos extensa, e
com os resultados relacionados a propriedades, teoremas, técnicas e aplicacdes
relacionadas principalmente a Fisica e o problema da velocidade instantanea, que sabemos
estar relacionada ao problema da reta tangente e as derivadas e a Geometria no aspecto da
reta real como descritora dos nUmeros reais, bem como o célculo de areas e volumes e
integrac@o de fungdes continuas, por meio andlise infinitesimal de Robinson, por meio dos
nameros hiper-reais, no modelo ndo-padronizado, contrapondo o modelo dos limites de
Isaac Newton.

A ideia da implantacdo de um modelo ndo-standard na ciéncia teve, nesse trabalho,
uma relagdo mais intima com o estudo ndo-standard da Andlise Matemética, contudo, o
termo mencionado nao se restringe a esta, e a proposta maior do projeto é que esse modelo

seja pensado e utilizado, de forma Interdisciplinar, em todas as &areas do pensamento
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humano, e nota-se a mesma dificuldade em se aceitar um novo modelo em diversas areas,
como foi o caso das Geometrias Nao-Euclidianas tdo criticadas em sua publicacdo, ou
mesmo do Sistema Astronémico Heliocéntrico de Copérnico, dentre outras centenas de
casos, que ainda que tardiamente, puderam substituir de forma satisfatéria seus
antecessores.

A fim de atender ao objetivo geral e os objetivos especificos, além de responder a
pergunta de pesquisa proposta, esta tese foi estruturada por meio de uma sequéncia de
analises de modelos padrdo. No Capitulo 2 veremos alguns modelos standards na Filosofia,
Geometria e Ciéncias Naturais, que remetem ao tempo e espaco da discussdao dos
primérdios da criacdo do Calculo Infinitesimal, e vamos observar as influéncias do
pensamento humano da época assim como a dificuldade de se permitir novos
conhecimentos que se mostrem conflitantes com os conhecimentos estabelecidos. Tal fato
nos conduz ao proximo passo. No Capitulo 3 iremos estudar as influéncias filosoficas e
epistemoldgicas presentes nos primeiros escritos sobre a disciplina, e verificar os avangos
tecnolégicos atingidos com o término da idade média e inicio da Revolugdo Cientifica, que
acontece nos séculos XVI e XVII.

O Capitulo 4 estuda o avan¢o no calculo desde os tempos antigos até a criagdo do
modelo vigente por Cauchy e Weierstrass, com base no Calculo Infinitesimal de Newton e
Leibniz, caracterizando assim a teoria vigente sobre tal teoria, que faremos em contra-ponto
em relag@o a Analise de Robinson, e a inclusdo dos numeros hiper-reais.

Como acreditamos que uma das questdes de impedimento da substituicio ou mesmo
convivéncia, de modelos emergentes na academia e no ensino, se da pela filosofia adotada
pelos atores do processo vislumbra-se, no Capitulo 5, alguns filésofos e seus
guestionamentos sobre esse processo, entdo no Capitulo 6 pela descricdo detalhada da
analise ndo-standard no ambito do Calculo Diferencial e Integral e da Andlise Matematica,
duas disciplinas que acreditamos ser adaptadas para esse novo entendimento dos
conjuntos numeéricos, e dessa nova ciéncia que apresenta grandes vantagens nos diversos
guesitos descritos nesse trabalho, irdo trazer a Ciéncia e aos discentes.

Ja no Capitulo 7, iremos trazer uma andlise dos livros didaticos utilizados nas
universidades publicas da regido sudeste do Brasil, que s&o referéncia para diversas outras
universidades publicas e privadas do pais, 0 que deixa claro que as universidades nao
levam aos alunos esse novo conhecimento tdo importante, que ha varias décadas fora
criado e publicado. Portanto, nesse capitulo, mostramos resultados bastante satisfatorios de
uma ampla pesquisa de campo sobre o tema principal, a Andlise Ndo-standard de Robinson,

e um Unico livro de Célculo que traz essa abordagem de forma aplicada e didatica.
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2 ALGUNS MODELOS STANDARD DO CONHECIMENTO

Historicamente, o estudo e constru¢cdo dos conjuntos numéricos e seus axiomas se
aproximam de uma visdo que chamamos de platonismo®. Nesse ponto de vista, os objetos
matematicos sdo dados como entidades abstratas independentes da mente humana. Os
numeros ou formas geométricas, que estdo constantemente presentes no mundo fisico,
pertencem a um tipo de esséncia abstrata que habita um universo ndo-fisico de concepcoes.
Nessa perspectiva, a base do sistema l6gico e axiomético dos conjuntos numéricos se da
pela tentativa de formalizar a evidente relagdo entre o universo conceitual e os vislumbres
do mundo fisico.

A Aritmética e seus conjuntos numeéricos idealizados e a Geometria com as suas
figuras geométricas com seus postulados e axiomas, nos levam aos primordios da
matematica e a criacdo de um método filos6fico de comprovagédo de seus teoremas. Aqui
noés temos uma necessaria leitura platdnica da l6gica matematica aplicada, onde nos
referimos a existéncia e universalidade de ideias, e provar teoremas matematicos significa
explorar suas verdades eternas.

Por meio e na natureza, no mundo fisico, podemos encontrar varias formas
circulares e esféricas. O mundo fisico da origem ao conceito abstrato de um circulo e nés
somos capazes de teorizar e comunicar sobre o circulo e sobre a esfera. O prisioneiro ja se
libertou das correntes do preconceito, ele ja esta fora da caverna em sua busca pelo
conhecimento verdadeiro, ele ja ndo € um ser humano comum, ele ja ndo esta preso a
ignorancia e ao senso comum que as sombras e seus sentidos deturbados o colocaram
antes.

Mas o fildsofo, que se libertara das correntes, e pode observar a luz do sol e a
infinidade de cores do mundo exterior, o que |he abriu a mente e exacerbou o0s seus
sentidos, anseia por libertar o maximo possivel de seres humanos da ignorancia que vivem,
contudo, ele volta a caverna para contar sobre as suas descobertas e suas indagacdes
sobre 0 novo mundo fisico que se mostra existente. Como sabemos, do texto de Platdo, os
prisioneiros, por medo de uma disseminagcao de “insanidades” e 0 perigo que sdo para
mundo mataram o fugitivo.

O filésofo auténtico, e ndo o mero expositor de sistemas, €, como o
verdadeiro cientista, um pesquisador incansavel, que procura sempre
renovar as perguntas formuladas, no sentido de atingir respostas que sejam
“condigbes” das demais. A Filosofia comega com um estado de inquietagéo
e de perplexidade, para culminar numa atitude critica diante do real e da
vida (REALE, 2002, p. 01)

! Corrente filoséfica baseada no pensamento de Platdo a qual defende a existéncia dos objetos abstratos.
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Na teoria das ciéncias, na matemética, na filosofia, muitos fugitivos foram mortos, as
vezes as suas teorias foram criticadas, ridicularizadas, e suas mortes intelectuais foram
decretadas. Outras vezes suas linguas foram cortadas e seus corpos queimados como
Giordano Bruno? condenado pela Inquisicio Romana por heresia, com suas teorias
cosmoldgicas, que conceitualmente estenderam o recém-criado modelo copernicano® ou
ainda Hipaso de Metaponto*, membro da Escola Pitagérica® que provara a existéncia dos
nameros irracionais®, que fora jogado em mar aberto.

Criar conceitos, divulgar novas ideias pode se mostrar uma agao perigosa para um
filbsofo ou mesmo para um matematico ou um cientista. O ser humano gosta do senso
comum? Da ignorancia? Se esta funcionando porque mexer? Mas e se funcionar melhor
ainda? Mas e se o conceito agora € melhor, mais verdadeiro, mais concebivel pela mente
humana, sera que ndo vale o sacrificio de se libertar das correntes e voltar a caverna para
contar sobre as novidades?

Varios paradoxos’ foram enunciados ao longo da histéria da matemaética, alguns
“solucionados” outros ainda ndo. Colocamos solucionados entre aspas, o porqué ja € um
paradoxo. Paradoxo € uma contradicdo, € algo que contraria 0s principios basicos do
pensamento humano. Aqui temos que se fora solucionado ele nunca fora um paradoxo, mas
como foi chamado de paradoxo por tanto tempo ndo devemos mudar 0 seu nome.

O paradoxo de Zen&o®, em uma exemplificacdo, basicamente diz que um atleta que
pretende correr 100 metros, nunca alcangara o seu objetivo. Mas como n&o chegard? Basta

que ndo pare de correr certo? Mas Zendo de Eleia argumenta:

? Giordano Bruno, um admirador de Copérnico, leva adiante essa ideia, propondo em seu De [Infinito
universo e mondi (Sobre o universo infinito e os mundos), de 1583, a concepcdao de um universo
infinito, influenciado pelo neoplatonismo. Em 1600 Giordano Bruno é queimado na fogueira como
herege. Em 1616 a Inquisicdo condena a obra de Copérnico. Um dos argumentos utilizados é que,
nas Escrituras, Josué pede a Jeova que faca o Sol parar no céu até a derrota de seus inimigos
(Josué, 10, 11-13); ora, se o Sol parou, é porque se movia em torno da Terra. Também no Salmo 93
¢é dito que “o mundo permanece imoével”.
* O Heliocentrismo consiste hum modelo tedrico de Sistema Solar desenvolvido pelo astronomo e
matematico polonés, Nicolau Copérnico (1473-1543). De acordo com o modelo copernicano, a Terra
e 0s demais planetas se movem ao redor de um ponto vizinho ao Sol, sendo este, o verdadeiro centro
do Sistema Solar.
* Fil6sofo pré-socratico, membro da Escola Pitagérica que teria provado a existéncia dos niimeros
irracionais enquanto os pitagoricos acreditavam que sO existiam os ndmeros racionais, e que
segundo alguns documentos da época, teria sido assassinado por afogamento por um grupo de
Eitagéricos, ou até mesmo pelo préprio Pitagoras de Samos.

Fundada por Pitagoras de Samos, foi uma influente corrente da filosofia grega a qual pertenciam
alguns dos mais antigos fildsofos pré-socraticos.
® S50 nimeros reais gue ndo podem ser obtidos pela divisdo de dois nimeros inteiros.
" Um paradoxo € uma proposicao que, apesar de aparentar um raciocinio coerente, demonstra falta
de nexo ou de légica, escondendo contradicbes decorrentes de uma analise incorreta de sua
estrutura interna.
® O texto refere-se a dois dos paradoxos atribuidos & Zenao, a saber : A Dicotomia: Se um segmento
de reta pode ser subdividido indefinidamente, entdo o movimento é impossivel pois, para percorré-lo,
€ preciso antes alcancar seu ponto médio, antes ainda alcancar o ponto que estabelece a marca de
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Para chegar & marcagdo dos 100 metros ele antes precisa pelo ponto da reta que

corresponde a 1/2, metade do trajeto, depois ele precisa passar pela marcacéo de 3/4, em
seguida pela marcacdo de 7/8, em algum momento pela marcacgao 63/64’ e ainda

1023/1024 do trajeto, que de forma decimal representa um trajeto de 99,90234375 m.

Sendo assim, teriamos uma infinidade de pontos do trajeto antes que o atleta consiga
alcancar a linha de chegada.

O infinito € uma abstracdo matematica, existe no mundo das ideias, mas nédo temos
um exemplo no mundo fisico. Sendo assim, no mundo fisico o nimero de pontos € ilimitado,
nao tem limite, logo o atleta teria que percorrer infinitos pontos para alcancar a linha de
chegada, o que levaria um tempo infinito para acontecer. Logo podemos concluir que ele
nunca alcancara o seu objetivo. A divisibilidade infinita nos leva a resultados paradoxais,
como vemos no paradoxo de Banach-Tarski’. Mas ja vimos um atleta percorrer os 100 m
rasos de corrida. Entdo podemos afirmar que o conjunto infinito de pontos tem um fim, e isso
prova que temos um paradoxo, ou serd que apenas uma histéria intrigante contada por
Zenao?

Por meio dos seus paradoxos e do pensamento atribuido a escola filoséfica dos
eleéticos'® a qual pertencia, Zen&o eliminou a ideia sobre nimeros infinitos ou infinitesimais
da cena matemaética, que s6 aparecera hovamente em torno de onze séculos depois, ainda
que intuitivamente, por meio de tratamento e técnicas infinitesimais na pessoa de Kepler'?,
Galileu e Torricelli, que proporcionaram grande avanc¢o ndo sé na fisica, mas também na
matematica, j& que permitiram assim a disseminagéo destes numeros muito grandes e muito
pequenos nos trabalhos de Newton e Leibniz, por meio de uma formalizacdo melhor do que
seus predecessores, em suas nobres obras Method of fluxiones e Nova methodus pro
maximus et minimis, itemque tangentibus, quae nec fractas nec irrationales quantitates
moratur, et singulare pro illis calculi genus, respectivamente. Mesmo que ainda néo
apresentando uma formalizag&@o rigorosa, o que os fez receber duras criticas quanto aos

seus métodos.

um quarto do segmento, e assim por diante, adinfinitum . Segue-se, entdo, que 0 movimento jamais
comecara.

A Flecha: Se o tempo é formado de instantes atdmicos indivisiveis, entdo uma flecha em movimento
esta sempre parada, posto que em cada instante ela esta numa posicéo fixa. Sendo isso verdadeiro
em cada instante, segue-se que a flecha jamais se move.(EVES, 2011, p. 418).

° Uma esfera pode ser decomposta e recomposta em duas esferas cada uma do mesmo tamanho da
original.

19 Escola filoséfica pré-socratica, que concentra as suas questodes filoséficas na comparacgédo entre o
valor do conhecimento sensivel e o do conhecimento racional.

1 Kepler considerava uma circunferéncia como um poligono regular de um nimero infinito de lados.
Tomando-se cada um desses lados como base de um tridngulo cujo vértice é o centro da
circunferéncia, entdo a area do circulo correspondente fica dividida numa infinidade de triAngulos
delgados, todos de altura igual ao raio do circulo. (EVES, 2011, p. 424)
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Alguns pensadores ao longo da historia trabalharam em uma solugdo para os
paradoxos de Zendo, a saber: Aristoteles®, Arquimedes®®, Bertrand Russell®, Hermann

|15

Weyl™ dentre outros, mas a base do paradoxo é de que a soma de uma série infinita de
numeros infinitesimais deve, obrigatoriamente, ser infinita, o que embora ainda discutido por
estudiosos da andlise matematica, por muitos configura um problema de limites®® e séries
convergentes do calculo diferencial e integral, solucionado na dita moderna analise
matemética. Essa teoria € inaugurada no século XIX, com obras de Augustin Cauchy, Karl
Weierstrass e Richard Dedekind, que baniram a nogdo de numero infinitesimal idealizados
por Gottfried Leibniz, um dos criadores do Célculo, no século XVII.

No século XX, mais precisamente na década de 1960, foi formulada a Analise Nao-
Standard, pelo matematico Abraham Robinson, onde reintroduz de maneira rigorosa 0s
infinitesimais na analise matematica. E temos dai uma nova solugdo para o paradoxo de
Zendo, pelas maos de McLaughhin (1994).

Na mecéanica quantica’’, enunciada no século XX e que muitos fisicos acreditam, o
tempo pode ser caracterizado por unidades candnicas minimas indivisiveis conhecidas
como unidade de Planck, a qual representa uma espécie de limite fundamental de quéo
pequenas uma distancia pode ser medida, isto é: € a menor medida que pode ser
fisicamente significativa no universo. Logo, a medida que as distancias do atleta a linha de
chegada se aproximam da unidade fundamental, a distancia até a chegada deixa de existir,
portanto o atleta alcanca e ultrapassa o objetivo de correr os 100 m.

Precisamos aqui destacar que isso nao se aplica no mundo fisico, das leis da
mecanica classica de Isaac Newton, jA que s6 na mecanica quantica faz sentido. Para os

seus seguidores, espacos que tendem ao comprimento definido por Planck, o que nos leva

" Filésofo grego, fundador da escola peripatética e do Liceu, visto como um dos fundadores da
filosofia ocidental.

13 Filosofo, matematica, fisico, engenheiro, considerado um dos principais cientistas da Antiguidade
Cléassica.

4 Um dos mais influentes matematicos, filésofos, 16gicos e historiadores do século XX.

!> Matematico, filésofo e fisico tedrica alemao, um dos primeiros a conceber a combinacéo da
relatividade geral de Einstein e as leis do eletromagnetismo.

'® Suponha que seja definido quando esta préximo ao niimero a. (Isso significa que f é definido em
algum intervalo aberto que contenha a, exceto possivelmente no préprio a.) Entdo escrevemos

limf(x) =1L
x—-a
e dizemos “o limite de , quando x tende a a, éigual a L”

se pudermos tornar os valores de arbitrariamente proximos de L (tdo proximos de L quanto
quisermos), tornando x suficientemente préximo de a (por ambos os lados de a), mas néo igual a a.
(STEWART, 2013, p. 81).

" E a teoria fisica que obtém sucesso no estudo dos sistemas fisicos cujas dimensdes sdo proximas
ou abaixo da escala atbmica, tais como moléculas, atomos, elétrons, protdns e de outras particulas
subatdémicas, muito embora também possa descrever fendmenos macroscépicos em diversos casos.
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mais uma vez a discussao do paradoxo na Matematica Pura, por meio da moderna analise
matematica, o que caracteriza um modelo ndo-standard na fisica.

O paradoxo de Zendao citado acima exemplifica um problema que é discutido a mais
de 2000 anos, que é caracterizado pela tentativa de identificar o0 menor ndmero positivo
obtivo pela divisdo infinita de um ndmero positivo, isto €, existe 0 menor nimero real positivo
maior do que zero?

Leibniz chamou esse numero de infinitesimal, embora ndo tenha conceituado de
forma rigorosa e sim se preocupado em obter resultados satisfatérios com certo rigor ldgico,
embora mesmo ele tenha se referido aos seus infinitesimais como "que ce n'etaient que des
fictions, mais des fictions utilies.” (que eram apenas ficgbes, mas ficgdes Uteis) na sua obra
Nova methodus pro maximus et minimis, itemque tangentibus, quae nec fractas nec
irrationales quantitates moratur, et singulare pro illis calculi genus (LEIBNIZ, 1684, ver
LEIBNIZ, 1983).

Mas um problema fora observado por varios de seus criticos que é caracterizado
pelo fato de que um real infinitesimal € um nimero positivo, 6 >0, ¢ € IR, menor que todo
numero positivo, e isso é a base do Calculo Diferencial e Integral e da Analise Real. A esta
analise que vamos chamar de modelo standard, aceito pela academia até a atualidade,
configurando assim o paradigma dominante da andlise, baseados na Propriedade
Arquimediana'®, a qual teria uma inconsisténcia.

Para Dauben (1998) Robinson consegue formalizar, através de argumentos l6gicos
rigorosos, a inclusdo dos ndimeros infinitesimais no célculo, até entdo negligenciada e, na
pratica, substituida pelo método & —o. Para Robinson e seus seguidores, o limite e sua dita
formal, com o0s seus epsilons e deltas, configuram apenas um jogo de argumentos
mecénicos que nos levam mais uma vez a inconsisténcia do calculo baseado no conceito
dos limites, mais uma vez inconsistentes, como quando Isaac Newton os criou. E necessario
conceber a existéncia de numeros nédo reais, aqui se propde a nomenclatura hiper-reais.

Isaac Newton e seu cdlculo baseado nos limites teve desde o século XVII até hoje
varios seguidores e muitos matematicos modernos teriam conseguido comprovar as suas
ideias, visto que na época nao foram comprovados acima de qualquer davida. No entanto o
paradigma dominante hoje aceita que foi possivel comprova-los com a evolugdo dos
conhecimentos atingidos nos séculos XIX e XX.

Gottfried Leibniz e seu calculo baseado nos infinitesimais também teve seguidores e

defensores. Contudo, a andlise matematica moderna, matematica e filosoficamente foi

18 A propriedade arquimediana dos nimeros reais é a base de toda a analise matematica moderna, a
saber: Vx € R,3n € N tal que x < n. Para todo numero real sempre existe um nimero natural maior,
ou seja, 0 conjunto dos numeros naturais N = {1,2,3,4, ...} ndo é limitado superiormente.
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banida por meios dos épsilons/deltas, e as séries convergentes, que deram a vitGria aos
limites de Newton.

Como pudemos ver até agora, sobre a discussdo até aqui travada, esses limites sédo
guocientes de ndmeros reais, mas que numeros reais sdo capazes de responder as
indagacdes dos incrédulos na teoria que diz que se uma sequéncia de nimeros se aproxima
muito, tanto quanto queiramos de um numero real L, entdo ela alcanca L. Mas quéo proximo
devemos chegar de L para que possamos, sem qualquer possibilidade de erro, aceitar que
chegamos perto o suficiente? Serd que préximos infinitesimalmente, como Leibniz
defendeu? Entdo notamos aqui inconsisténcia, seja matematica ou filos6fica em ambas as
teorias.

NUmeros muito pequenos e numeros muito grandes ha mais de 2000 anos geram
diversas discussfes entre os pensadores das mais diversas areas, fazem parte do mundo
fisico ou do mundo das ideias, sdo eles comprovadamente computacionais ou meramente
objetos imaginados. Para muitos essa discussdo € matematica enquanto para outros, trata-
se de uma discussdo metamatematica®®.

Robinson concebe suas ideias a partir do tratamento dado por Leibniz e Cauchy aos
nameros infinitesimais, assunto que sempre gerou crises na Historia da Matematica, crise
esta que ainda persistia na Matematica Contemporéanea.

Com base nessa perspectiva, iniciamos a nossa discussdo por um tema que
perpassa diversas areas do conhecimento, os chamados modelos ndo-standard®®. De
acordo com Gaifman (2004, p. 72) “Um modelo ndo-standard é aquele que constitui uma
interpretacdo de um sistema formal que é reconhecidamente diferente da interpretacéo
pretendida.”

Entdo temos um questionamento importante que se da pela dicotomia observada
atualmente, isto € um problema pratico ou abstrato, da matematica pura ou aplicada,
matematico, filosdéfico, logico, pedagdgico, psicolégico ou epistemoldgico, mutuamente
exclusivos, ou serd um problema interdisciplinar®, que como em outras épocas todo

cientista proeminente tratava.

¥ A metamatematica é um conceito formulado por Jacques Herbrand em 1930 e expandido por
Tarski e Godel. Cuida do esclarecimento rigoroso, através de recurso a propria matematica, de
conceitos como o de axioma, regra de inferéncia e demonstracédo formal ou deduc¢éo, de completude

e de interpolagéo.

20 Standard, da traducéo do inglés, significa padrdo, um formato padréo, assim o termo ndo-standard
refere-se, nesse trabalho, como um estudo ndo padronizado, que ndo segue aos padrdes pré-
definidos.

! Interdisciplinar € um adjetivo que qualifica 0 que é comum a duas ou mais disciplinas ou outros
ramos do conhecimento. E o processo de ligagdo entre as disciplinas.
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2.1 MODELOS STANDARDS E A FILOSOFIA

Modelos standard, muitas vezes, ndo permitem compreender objetos externos ao
sujeito de forma acurada e de maneira universalmente aceitas entre diferentes
sujeitos. Essas criticas epistemolégicas remontam de Locke, Hume e Kant, para quem um
mero empirismo ou um racionalismo isolado nédo seria capaz de compreender a realidade.
Na obra “Contra o Método” do filésofo Paul Feyerabendzz, temos um esboco de uma teoria
anarquista do conhecimento, portanto é urgente, para Feyerabend, deixar de considerar a
ciéncia como unico paradigma da racionalidade.

Portanto, ainda que em termos especificos, de uma disciplina ou aplicabilidade
tenhamos um modelo standard satisfatério, precisamos nos questionar sobre possiveis
outros modelos que venham, ou aniquilar ou assimilar o modelo atual, que deve ser,
portanto, verificado e levado ao patamar de ciéncia nova. Com o0 novo paradigma dessa
ciéncia fundado, e o0 modelo agora chamado de néo-standard, que se tornaria 0 novo
modelo standard, com esse processo podendo ser repetido ad infinitum, que é a pratica
mais primeira da filosofia:

Quando se afirma que filosofia é a ciéncia dos primeiros principios, o que se
quer dizer é que a Filosofia pretende elaborar uma redugédo conceitual
progressiva, até atingir juizos com os quais se possa legitimar uma série de
outros juizos integrados em um sistema de compreenséo total. Assim, o
sentido de universalidade revela-se inseparavel da Filosofia. (REALE, 2002,
p. 01)

Os numeros hiper-reais de Robinson se alinham bastante aos infinitésimos de

Leibniz, ainda que este ndo tenha sido eficiente em justificar tais infinitesimais de forma
rigorosa, mas feliz em considera-los; ainda que como uma espécie de dispositivo pratico
mas sem uma fundamentacdo l6égico-matematica segura, que permitiu a Robinson, um
I6gico como Leibniz, pudesse finalmente trata-los como uma entidade matemética e o rigor

gue se exige dela.

2.2 MODELOS STANDARS E A GEOMETRIA

A geometria sempre norteou diversos estudos na Matematica, ja que o seu modelo
baseado em postulados tomados como verdades absolutas, que em seguida tornam-se
bases sélidas para uma metodologia baseada na l6gica, nos levam a deduc¢des rigorosas, 0
gue torna o processo totalmente confidvel, como vemos nas palavras de Eves:

Em algum momento entre Tales, 600 a.C., e Euclides, 300 a.C., rematou-se
a nocgdo de discurso légico como uma sequéncia de dedugdes rigorosas a
partir de algumas suposi¢cfes iniciais explicitamente enunciadas. Esse
processo, 0 chamado método postulacional, tornou-se a verdadeira
esséncia da matemética moderna; indubitavelmente, grande parte do
desenvolvimento da geometria segundo esse modelo deve-se aos

22 Feyerabend tornou-se famoso pela sua visao cientifica anarquista da ciéncia e por sua suposta
rejeicdo da existéncia de regras metodoldgicas universais. E uma figura influente na filosofia da
ciéncia, e também na sociologia do conhecimento cientifico.
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pitagéricos. Sem duvida uma das maiores contribuicbes dos gregos
primitivos foi o desenvolvimento desse método de raciocinio postulacional.
(EVES, 2011, p. 115)

Aqui temos um problema posto, que seria a confiabilidade destes postulados, ja que
eles ndo se valem de demonstracdes como os teoremas. O que ilustra perfeitamente essa
guestdo vem das chamadas geometrias ndo-euclidianas, que podemos dizer, caracterizam-
se por geometria ndo-standards, a época que foram postas, j& que contradiziam uma
geometria tradicionalmente consolidada: a geometria de Euclides de Alexandria.

O ponto de discussdo que acompanhou os gebmetras por alguns séculos se deu em
relacdo ao chamado V axioma ou postulado de Euclides, conforme Barbosa (1985) “Por um
ponto fora de uma reta m pode-se tracar uma Unica reta paralela a reta m” (BARBOSA,
1985, p.72).

E a discussdo entdo vem em duas frentes: se isto é verdadeiro e pode ser provado,
teremos entdo um teorema e nao um postulado, e ainda, se é falso, temos uma
inconsisténcia na geometria, e portanto na matematica, e por muito tempo essa resposta
nao fora alcancada.

Por cerca de mil anos, os gebmetras acreditavam poder provar esse postulado,
devido ao fato de que ele parecia ser mais complexo que 0s outros quatro postulados, que
eram rapidamente vistos como verdadeiros, e embora muitos tenham tentado, como
Alhazen no século XI, Khayyam no século XIlI e ainda Giovanni Saccheri no século XVIII,
nao obtiveram éxito em provar que era um postulado verdadeiro, o que o elevaria ao status
de teorema, o que podemos ver se tratar entdo de um questionamento seméntico da
geometria.

Apenas no século XIX, os matematicos Nikolai Lobachevsky e Janos Nolyai, de
forma independente, publicaram estudos sobre a denominada geometria hiperbdlica, que
nega o V postulado, tendo como premissa a existéncia de infinitas retas paralelas a tal reta
m de Euclides, portanto nega a geometria euclidiana nos termos de Lobachevsky, ou que
depende de um parametro k, nos termos de Bolyai, e um pouco mais tarde, Bernhard
Riemann, constrdi uma familia infinita de geometrias ndo euclidianas, nas quais tem-se a
inexisténcia das tais retas paralelas, dentre elas a Geometria Eliptica.

Hoje sabemos da importancia dessas geometrias em diversas areas da atuagao
humana, como a aviacdo e a navegacao maritima, e assim como analise ndo-standard, foi
por muitos séculos dada como embasada e concluido o modelo padrdo. A Geometria
Euclidiana, e se mostrou passivel de melhorias com novos estudos, e em sua publicacao,
Lobachevsky também sofreu duras criticas por diversos académicos. A sua geometria,

intitulada por ele, “Geometria Imaginaria”, ndo sé nao teve o devido reconhecimento, como
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ele fora, anos depois, afastado das suas atividades junto & Universidade de Kazan, da qual

foi aluno, professor e até reitor.

2.3 MODELOS STANDARDS E AS CIENCIAS NATURAIS

Nas Ciéncias Naturais destacamos um modelo fisico que ficou por séculos
estabelecido, e ainda é usado em situagfes especificas, tomados alguns parametros que é
o caso do que chamamos hoje de Fisica Classica. Desenvolvida por Isaac Newton, baseia-
se em um conjunto de equaclBes que acreditava descrever as propriedades fisicas do
universo. Embora seja satisfatoria para o lancamento de projéteis, a colocacdo de um
satélite em uma 6rbita especifica ou mesmo para descrever 0 movimento dos planetas, o
eletromagnetismo encontrou problemas nessa fisica.

Newton acreditava que todos os observadores, em movimento ou ndo, observavam o
mundo ao seu redor de maneiras idénticas, o que é negado pela Fisica Moderna de Albert
Einstein, o qual observou que depois das publicacdes sobre o eletromagnetismo, em 1865,
por James Maxwell, que parece mostrar o erro de Newton, ja que se nota que fenbmenos
fisicos eram observados de formas diferentes, quando se alterava o referencial inercial.
Portanto a observacédo do espaco é relativa e ndo absoluta como se acreditava.

Um coeficiente matematico é descoberto por Lorentz, e este consegue modelar o
espaco fisico de tal modo que as estruturas das equacBes de Maxwell para o
eletromegnetismo sao satisfeitas, e isso prova que o0 tempo e 0 comprimento tém
comportamentos diferentes e mudam as suas propriedades em relacdo aos diferentes
referenciais, o que tem sérias interferéncias na Lei da Gravitacdo Universal de Newton, e
conhecida entdo como Teoria da Relatividade de Eisntein.

Entdo vemos aqui mais um exemplo de uma teoria que supera outra, seja por
guestbes técnicas, epistemolégicas ou seménticas, o que traz ao nosso ponto, que
independentemente da ciéncia em vista, novos conhecimentos, novos modelos, modelos
ditos nao-padrdo, devem ser considerados, analisados e implementados, quando

fundamentados.
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3 UMA ANALISE FILOSOFICO-EPISTEMOLOGICA DO CALCULO
INFINITESIMAL AO LONGO DA HISTORIA

O que uma derivada realmente é? Resposta: um limite. — O que uma
integral realmente é? Resposta: um limite. — O que uma série infinita
realmente é? Resposta: um limite. Isso nos leva a: - O que é um limite?
Resposta: um namero. E, finalmente, a Ultima questdo: - O que é um
nimero? (HAIRER; WANNER, 2008, p.170-171)

O conhecimento como visto hoje passou por muitas fases, onde os fundamentos
filos6ficos sofreram grandes mudancas o que proporcionou alteragcdes na visdo politica,
teoldgica, cientifica, metodoldgica e logica. A Grécia Antiga, com Platdo, Aristételes dentre
outros, proporcionou a construcdo das fundacdes sélidas da ciéncia no ocidente, onde a
razdo fora cada vez mais vista como a base das ciéncias: “pensar a verdade através da
razdo, deixando de lado o mito como forma possivel de conhecimento” (MORAES;
ARCELLO, 2000, p.2).

Para Marcondes, o pensamento do século XVII, marca uma ruptura com paradigma
de pensamento em que a metafisica e ciéncia enquadravam-se no fim da Idade Média*,
uma ciéncia fisico-matematica se instaura:

A revolucdo cientifica moderna resulta, portanto, da conjugacdo desses
fatores, para o que contribuiram diferentes pensadores ao longo dos
séculos XV a XVII, sendo que, em certos aspectos, rompe de fato
decisivamente com a ciéncia antiga, mas em outros inspira-se ainda em
teorias classicas. S6 com Newton, praticamente ja no século XVIII, é que
teremos a formulagdo de uma ciéncia fisico-matematica plenamente
elaborada em um sistema teérico. (MARCONDES, 2010, p. 169)

Na Idade Média, a verdade filoséfica foi colocada na perspectiva cristd; tida como a
verdade reveladora de Deus. Houve, entdo, uma exasperacao da fé em tudo, em todas as
acdes humanas, como nas artes ou mesmo nas ciéncias.

A Geometria Analitica e a Algebra, que surgem logo ap6s o final da Idade Média,
junto com as questdes filosoficas levantadas na Idade Média sobre o infinito, o infinitésimo e
sobre a cinemética, proporcionaram aos matematicos uma analise matematica mais formal,
ja que pode ser mais rigorosa e menos baseada em construcbes geométricas, como 0s
gregos antigos faziam, e assim uma matematica mais generalista pode ser desenvolvida, o
gue mais tarde culminou na criacdo de um Calculo Infinitesimal, que com essa nova base

epistemoldgica, pode ser descrito de uma maneira mais formal que em épocas anteriores

2% A Idade Média foi um longo periodo da histéria que se estendeu do século V ao século XV. Seu
inicio foi marcado pela Queda do Império Romano do Ocidente, em 476 d.C., e o fim, pela Tomada
de Constantinopla pelos turcos-otomanos, em 1453. Foi também nesse periodo que surgiu e se
consolidou o feudalismo, organizacdo politica, econémica e social baseada na posse da terra.

Os humanistas do século XV e XVI chamavam a Idade Média de Idade das Trevas. Eles afirmavam
haver ocorrido na Europa um retrocesso artistico, intelectual, filoséfico e institucional em relagdo a
producéo da Antiguidade Classica.



36

Percebe-se que a Idade Média trouxe pouca evolucao a geometria grega ou
a é&lgebra. Suas contribuicbes concentraram-se principalmente em
especulacdes filoso6ficas sobre o infinito e o infinitesimal e no estudo inicial
do movimento e da variabilidade. Essas questbes, apesar de muitas vezes
ndo estarem fundamentadas com rigor matematico suficiente,
desempenharam papéis relevantes no desenvolvimento dos métodos e
conceitos do Calculo, pois levaram a associacdo da Geometria grega com a
representacdo grafica de variaveis, por meio do estudo da latitude das
formas, antecedendo a Geometria Analitica. (BUENO, 2021, p. 6)

No periodo que se apresentava, a partir do século XVI, conhecido como Idade
Moderna, era sabido que a Terra ndo € o centro do sistema solar, muito menos do universo
e Deus ja ndo é mais o0 Unico meio de acesso ao conhecimento. E nessa época algumas
correntes filoséficas, como o racionalismo de Descartes, o empirismo de Locke e o
idealismo de Kant travam debates enriquecedores sobre o novo patamar que a razao atinge
na Ciéncia Moderna. Os novos cientistas agora olham para a Idade Média e para a ldade
Antiga por um prisma atual, e sentem a necessidade de renovar a questdo metafisica da
filosofia. A filosofia agora se baseia ha matematica, na experiéncia pratica ou na experiéncia
do fenébmeno.

No proprio Kant vemos que a metafisica se instaura agora como parte formadora de
ciéncia, dando a base para uma metodologia que alia as experiéncias (empirico) e a razao
(racionalismo) na constru¢cdo de conhecimento. Pode-se dizer de um idealismo sobre os
conhecimentos a priori e assim permitindo as chamadas matematica pura e fisica pura,
talvez entdo ndo podendo mais carregar essa alcunha, possam se desenvolver mais e mais.
Sobre os ombros da metafisica, Kant entende

A matematica, a fisica, o proprio conhecimento empirico do homem,
possuem um alto valor como meios para se alcancarem os fins da
humanidade, na maioria das vezes fins contingentes, mas no fim das contas
também para se atingirem fins necessarios e essenciais, embora
unicamente mediante um conhecimento racional por simples conceitos, 0
qual, designe-se como se quiser, ndo € propriamente outra coisa senao a
metafisica. (KANT, 2001, p. 878-879).

A partir do século XV essas trés praticas comecam a aparecer como base cientifica e
fortemente utilizadas pelos pensadores dessa época. A realidade e a experimentagéo
proporcionam o racionalismo:

O advento da Ciéncia Moderna surgiria como resultante da constatacéo de
erros e equivocos do passado na interpretacdo dos fenbmenos e na
explicacdo do mundo natural, cujos muitos desses enganos seriam
patenteados principalmente a partir do final do século XV.

Do processo investigativo e metodolégico com o objetivo de conhecer e
compreender tais fendbmenos pela acumulacdo de novos conhecimentos
adquiridos, pelo avanco teérico e experimental e pelo desenvolvimento do
pensamento cientifico, decorreria uma nova etapa da evolugdo da Ciéncia.
(ROSA, 2012, p. 13)

Os séculos XVI e XVII foram de vital importancia na histéria mundial. O homem é

inundado por uma nova dimensao logica que fez com que ele pudesse levantar novas
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hipéteses e procurar novas respostas sobre o mundo por meio do conhecimento. A
fundamentacdo da filosofia do ponto material advinda de Demdcrito® e Epicuro®, a
aplicacao de conceitos e técnicas matematicas ao empirismo da fisica e a geometrizagédo da
ciéncia do movimento sdo exemplos da genialidade dos cientistas desse periodo.

Uma nova visdo da Natureza, a queda da visdo grega®® sobre a ciéncia que reinou
por quase 2.000 anos, que foi substituida pelo pensamento da Revolugéo Cientifica, livrou a
ciéncia das amarras, tornando-a uma disciplina autbnoma, distinguindo-se assim da filosofia
e da tecnologia, permitindo que a ciéncia tenha os seus proprios objetivos.

Agora o ser humano é educado em prol do raciocinio abstrato. A visdo de natureza
enquanto maquina ndo mais como organismo, o método experimental-cientifico com
metodologia racional em busca de respostas definitivas priorizando o “como” e ndo o “por
que”; os meios sdo mais importantes que os fins, diferente do que a escola aristotélica tanto
preza. O conhecimento do que "difere do conhecimento do porqué” (ARISTOTELES, 1987,
p. 50).

Agora ja ndo é suficiente publicar artigos cientificos em revistas ndo acessiveis a
maioria. E necessario que sejam divulgados os resultados em uma linha de montagem, para
gue todos possam ser convencidos do novo modo de vida, de ciéncia, de politica, de religido
gue surge. Os filésofos naturais tém a obrigacado de confirmacdes de seus dados e teorias,
para isso, exigiam uma confirmacéo independente e critica de suas descobertas.

Inicialmente surgiram, na ltalia, no inicio do século XVII, academias cientificas, como
a Accademia dei Lincei que era uma academia voltada para a filosofia da natureza, bem
como duas grandes sociedades cientificas nacionais que marcam o apogeu da Revolucdo
Cientifica: a Royal Society of London for Improving Natural Knowledge, criada por Carta
Régia em 1662, e as Académie des Sciences de Paris, formada em 1666, e outras em
outras partes do mundo, tinhamos agora ambientes académicos para os filésofos naturais
poderem encontrar-se para examinar, discutir e criticar recentes descobertas bem como

antigas teorias.

24 Demécrito de Abdera 460 a.C. — 370 a.C. Foi um filésofo pré-socratico da Grécia Antiga. Do ponto
de vista filoséfico, a maior parte de suas obras (segundo a doxografia) tratou da ética e ndo apenas
da physis (cujo estudo caracterizava 0s pré-socraticos). Sua fama decorre do fato de ele ter sido o
maior expoente da teoria atdbmica ou do atomismo. De acordo com essa teoria, tudo o que existe é

composto por elementos indivisiveis chamados &tomos (do grego, "a", negagdo e "tomo",
divisivel. Atomo= indivisivel).

* Filésofo grego do periodo helenistico, utilizou-se da teoria atdmica de Demdcrito para justificar a
constituicdo de tudo o que ha. Das estrelas a alma, tudo é formado de atomos, sendo, porém de
diferentes naturezas. Dizia que os atomos sdo de qualidades finitas, de quantidades infinitas e
sujeitos a infinitas combinacgdes.

® No pensamento grego, de um modo geral, podemos perceber uma comunhdo entre a natureza
(physis) e o homem. O grego percebe o "kosmos" como harmonia, equilibrio, sabia organizagéao;
cabendo ao ser-humano manifestar sua "humanidade" a partir de suas vocacdes, ou virtudes, neste
grande "quebra-cabeca" cosmoldgico.
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Esta pratica em que os cientistas precisam chancelar os escritos de outros cientistas
perdura até os dias atuais e os departamentos muitas vezes séo parciais quanto as novas
descobertas e publicacbes que podem estar em desacordo com as suas ideias, até mesmo
de cunho politico. Cada vez mais podemos ver criticas distribuidas apenas porque os artigos
nao estéo alinhados com o pensamento do cientista ou mesmo do seu departamento.

No caso do calculo antigo, como do século XVII, é inegavel que falta de rigor ou
inconsisténcias sdo observadas nos artigos antigos, seja por uma falha filoséfica ou
matematica, ou apenas porque certas escolhas, como a de uma linguagem mais acessivel e
menos obscura, ou porque o objetivo no momento era um resultado pratico e néo tedrico, 0s
criticos ja o tém como falho ou sem valor, a ponto de sequer provocar a obrigacdo de uma
justificativa para tais criticas como podemos ver em Vickers (2013), que escreve

Tao arraigado é o entendimento de que o célculo inicial era inconsistente
gue muitos autores ndo fornecem uma referéncia para apoiar a alegacao e
ndo apresentar o conjunto de proposi¢des inconsistentes que eles tém em
mente. (VICKERS, 2013, p.146)

JA4 no século XVI muitos paises europeus passavam por um processo de
especializacdo gradual, como por exemplo a criacdo da Accademia della Crusca (1585)%
gue surgiu como uma academia da lingua vulgar em oposi¢éo as academias que estudavam
mais as linguas classicas e ainda posteriormente a Accademia del Cimento (1657-1667), de
forte enfoque experimentalista que atingiram o seu auge no século XVII, século que
presenciou um fendmeno de desmembramento das academias como instituicdes separadas.

E sem duavida um fenémeno do século XVI e XVII a formacdo das academias
especializadas e exclusivas no estudo da filosofia da natureza com teor matematico-
experimental. De acordo com Yates?®, o inicio do século XVII foi a era do nascimento das
academias cientificas modernas.

Os conceitos de infinitesimais e infinitos tém estado, historicamente, no centro das
crises dos fundamentos da matematica, de acordo com alguns historiadores da matemaética.
A primeira "crise fundamental" estd associada com a descoberta dos numeros irracionais
(mais propriamente falando, das magnitudes incomensuraveis, pelos pitagéricos pré-

socraticos®, e depois de mais de 2.500 anos, ainda discutimos sobre tais conceitos onde, de

?’A Accademia della Crusca é a mais prestigiosa instituicao linguistica da Italia, reunindo estudiosos e
especialistas em linguistica e filologia italiana, e a mais antiga entre as academias em atividade no
pais. Faz parte da Federacdo Européia das Instituicbes Linguisticas Nacionais, cuja funcdo é
estabelecer uma diretriz comum de protecao as linguas oficiais. Fundada em Florenga, em 1583, a
Crusca sempre se distinguiu por seu empenho em manter a pureza da lingua italiana original.

8 YATES, 1988, op. cit., p. 103.

20 primeiro periodo da Filosofia grega € denominado como Pré-Socrético (pois seus representantes
fizeram uma Filosofia diferente da que foi feita por Socrates, quase 200 anos depois de Tales de
Mileto) ou Cosmoldgico (pois eles fizeram um tipo de cosmologia, que é uma maneira racional de
entender a origem do Universo — cosmos, em grego — em 0posicao a visao mitoldgica).
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um lado temos os descendentes dos instuicionistas como Kronecker e Brouwer® e, de outro,
dos formalistas®! como Cantor®” e Hilbert®.

As grandezas infinitesimais estdo sempre no centro da discussédo sobre a base e a
consisténcia do Calculo e da Andlise, e de alguma forma tanto em Newton quanto em
Leibniz essas grandezas surgem. Os limites e fluxes de Newton, com embasamento maior
na fisica e fenbmenos naturais e os incrementos ligados diretamente a dindmica enquanto
Leibniz e seus infinitesimais ou diferenciais com forte influéncia da logica e da metafisica,
gue sdo menos intuitivas. Nas palavras de Newton, 0 seu método era mais natural e
geométrico que o de Leibniz, entdo aqui vemos que a defesa de Newton sobre a sua criacéo
nao se da pela filosofia ou mesmo pela matematica, mas parece ser pela psicologia ou
pedagogia.

Uma questao importante se da em entender que a metafisica ndo significa apenas
uma possibilidade de se apoiar em simples especulacbes sobre a verdade (a psicologia),
tomadas pela vontade do cientista como verdadeiras, mas entender que ela €, na verdade, a
metafisica que se prop8e ao inverso, que especula sobre a verdade obtida, indo além ou
acima dos pressupostos da fisica ou da matematica

Que a metafisica sirva, como mera especulacdo, mais para prevenir erros
do que ampliar o conhecimento, ndo prejudica em nada o seu valor, antes
Ihe da mais dignidade e consideracdo, através do oficio de censor que
assegura a ordem publica, a concérdia e o bom estado da republica
cientifica e impede os seus trabalhos ousados e fecundos de se desviarem
do fim principal, a felicidade universal. (KANT, 2001, p. 879)

Portanto, a discussao que outrora fora sobre quem construiu primeiro, quem publicou

primeiro, qual dos métodos é consistente e ndo s eficaz, até mesmo se um deles plagiou o

*% A escola intuicionista nasceu por volta de 1908 com o matematico holandés L.E.J. Brouwer, embora
algumas de suas ideias tenham sido antecipadas por matematicos como Kronecker, nos anos de
1880 e Poincaré entre os anos 1902 e 1906. Brouwer propunha uma fundamentacao radical da
matematica, em bases construtivistas, e quebrava a tradicdo de uma Unica matematica de tradicdo
classica. Na tendéncia intuicionista da Matematica, a caracteristica fundamental é a do construtivismo
finito, isto nos leva a uma ciéncia em que as conclusdes ndo devem ser derivadas das regras fixas
contidas em um sistema formalizado, mas cada conclusdo deve ser controlada com base em sua
répria evidéncia, enquanto processo da construcdo dos conceitos.

' O formalismo matematico é uma teoria que sustenta que as proposicdes da matematica e da logica
podem ser consideradas declaracdes sobre as consequéncias de certas regras de manipulagéo de
simbolos ou termos ou cadeia de caracteres.

% Georg Cantor , nascido em 3 de marco de 1845, Sdo Petersburgo, RUssia - falecido em 6 de
janeiro de 1918, Halle, Alemanha), matematico alemao que fundou a teoria dos conjuntos e introduziu
0 conceito matematicamente significativo de numeros transfinitos, indefinidamente grandes, mas
distintos um do outro.

3 David Hilbert foi um matematico alemao eleito membro estrangeiro da Royal Society em 1928. foi
um dos mais notaveis matematicos, e os tdpicos de suas pesquisas sdo fundamentais em diversos
ramos da matematica atual. Suas contribuicfes a matematica séo diversas, e envolvem, entre outras
a consolidacdo da teoria dos invariantes, que foi o objeto de sua tese, a transformacdo da geometria
euclidiana em axiomas, com uma visdo mais formal que Euclides, para torna-la consistente, trabalhos
sobre a teoria dos numeros algébricos, a criacdo dos espacos de Hilbert, durante seus trabalhos em
andlise sobre equacdes integrais e contribuicdo para as formas quadraticas, que serviriam como
bases matematicas da teoria da relatividade de Albert Einstein.
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trabalho do outro, parece que Newton “‘ganha” o cabo de guerra porque seu meéetodo era
mais facil ou inteligivel. Podemos levantar uma questdo: os matematicos puros, séculos
mais tarde, elegeram o método de Newton, mais uma vez, como o vencedor, mas sera que
mais uma vez a psicologia de uma ciéncia mais facil ou inteligivel ndo os levou a um
preconceito cientifico e uma parcialidade a Newton?

Mas como tornar inteligivel um conceito do tudo, do infinito Kant (2001) escreve “Ora
nenhum numero é maior, porque sempre uma ou mais unidades lhe podem ser
acrescentadas. Eis porque é impossivel uma grandeza infinita dada e, [...]” (KANT, 2001, p.
460). E assim também n&o se pode fazer tal coisa com os limites ou infinitésimos

Mas, para pensar a totalidade dessa quantidade visto ndo podermos invocar
limites que constituam por si mesmos a totalidade na intuicdo, temos de
justificar o nosso conceito que, neste caso, ndo pode partir do todo para
guantidade determinada de partes, antes devera revelar a possibilidade de
um todo pela sintese sucessiva das partes [...]. Com efeito, o conceito de
totalidade é, neste caso, a representacdo de uma sintese completamente
acabada das partes e este acabamento é impossivel e, portanto, também o
seu conceito. (KANT, 2001, p. 460).

Em outras palavras, ndo se pode conceber um conceito para infinito, visto que nao

se pode conceber um conceito para o primeiro termo, onde todos os outros sejam dados por
um acréscimo a ele e aos seus ulteriores. Entdo ndo se pode ter o infinito real assim como
nao se pode ter o infinitésimo real, decorrente n&o se pode ter o limite real.

Neste trabalho, muitas vezes discutimos a autoria e a consisténcia acerca do Célculo
Diferencial e Integral apresentado por Newton e Leibniz no século XVII, bem como os seus
precursores que ja resolviam diversos problemas geométricos e mecanicos séeculos antes,
mas o objetivo deste estudo ndo é apenas escolher uma dessas personalidades, mas sim
verificar a consisténcia do Calculo em si. Estudando a historia da matematica nas décadas e
séculos apo6s a publicacdo de Newton e Leibniz podemos encontrar diversas criticas ao
trabalho de ambos e muitos especialistas alegam que o Célculo, embora amplamente
utilizado, s6 fora consolidado no século XIX. Um matematico protagonista nesse processo
foi Augustin-Louis Cauchy>*.

Cauchy estabelece conceitos de variavel, convergéncia, limite, continuidade,

|35

derivada e integral™, e isso foi o pilar principal da aceitagdo do céalculo ndo mais somente na

#Augustin-Louis Cauchy (Paris, 1789-1857) foi um matematico francés, um dos fundadores da teoria
de grupos finitos. Em analise infinitesimal, criou a nocdo moderna de continuidade para as funcdes de
variavel real ou complexa. Mostrou a importancia da convergéncia das séries inteiras, as quais seu
nome esta ligado. Definiu precisamente as nocdes de limite e integral definida, transformando-as em
notavel instrumento para o estudo das funcées complexas. Sua abordagem da teoria das equacdes
diferenciais inovadora, demonstrando a existéncia de unicidade das solu¢cbes, quando definidas as
condicbes de contorno. Exerceu grande influéncia sobre a fisica de entdo, ao ser o primeiro a
formular as bases matematicas das propriedades do éter, o fluido hipotético que serviria como meio
de propagacéo da luz.

*> Embora tivesse ciéncia da facilidade operacional das diferenciais, Cauchy relegouas a segundo
plano. Se dx €é uma quantidade finita, ele definiu dy, de y = f(x), simplesmente
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fisica ou geometria, mas fundamentou de forma rigorosa de se pensar a matematica o que
logo se tornou a base do estudo da Andlise. Como em suas palavras temos (Cauchy,
1821)*(traducéio nossa) “Quanto aos métodos, tentei dar-lhes todo o rigor exigido na
geometria, para nunca recorrer a razées extraidas da generalidade da algebra.”.

Cauchy levanta um guestionamento importante sobre as deducdes que sdo a base
da algebra, visto que uma deducao se faz a partir de premissas, que podem tirar do cientista
a intuicdo, pura ou empirica, e que podem ferir o seu conhecimento a priori, 0 levando a
recorrer em erros de semantica, apoiados em acertos da sintaxe. Kant destaca o poder da
intuicdo, mas alerta para o cuidado na formulacdo do sentido e da representacdo dos
objetos, com 0s quais a geometria se mostra consistente, necessarios, por exemplo, a
construcdo de Cauchy:

E evidente que s6 na medida em que se situa simplesmente no sujeito,
como forma do sentido externo em geral, ou seja, enquanto propriedade
formal do sujeito de ser afetado por objetos e, assim, obter uma
representacdo imediata dos objetos, ou seja, uma intui¢ao.

Sendo assim, s6 a nossa explicacdo permite compreender a possibilidade
da geometria como conhecimento sintético a priori. (KANT, 2001, p. 41).

Mas como sabemos atualmente, mesmo Cauchy possuia certas imprecisdes
advindas da linguagem aplicada e falhas consideraveis em seus estudos. Varios
matematicos que tiveram acesso aos novos escritos trabalharam com o objetivo de dar mais
consisténcia ou generalizagdes aos resultados publicados por Cauchy. Sem sombra de
duvidas as contribuigcbes de Cauchy foram de imenso valor, principalmente no que se refere
a um tratamento baseado em séries numéricas, bem diferente do tratamento dado por
Newton, que tinha um cunho fortemente geométrico, e assim Cauchy inicia um processo de
aritmetizacdo da analise matematica.

Vaérios filésofos influenciaram tanto a criagdo do calculo bem como as tentativas de
formulacéo rigorosa e demonstracdes dele, e a dicotomia realismo versus idealismo repousa
fortemente nessas acdes. O realismo de Aristételes se contrapde ao idealismo de
Descartes: 0 primeiro pensa no conhecimento como sempre indubitavel, ja que se ocupa em
discutir a verdade conceitual, enquanto o segundo procura um conhecimento tenaz, pratica
gue permite ao investigador ser mais livre das amarras metodoldgicas e com isso 0
possibilita mais descobertas, no primeiro vem-se inicialmente a verdade do objeto e o

conhecimento depois, 0 que € o inverso no idealismo.

como f (x)dx. em 1696 Leibniz e Johann Bernoulli acordaram em chama-lo de calculus integralis.
(EVES, 2011, p. 464-465)

® Quant aux méthodes, jai cherché a leur donner tout ela rigueur qu'on exige em géométrie, de
maniére a ne jamais recourir aux raisons tirées de la généralité de I'algébre (Cauchy, 1821, p. ii)
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E atribuido, tanto a Cauchy quanto a Weierstrass, o sucesso da formalizag&o
rigorosa do calculo infinitesimal. Mas esse posto é dado a eles pelos mateméaticos e nao
pelos filésofos, ja que seus processos nos levam a convergéncia de séries, e aos épsilon-
delta, que sdo obtidos por um método de progredir infinitamente o qual um matematico
entende bem pela sua pratica. Mas esse processo ndo é entendido por um filésofo que
entendem progredir indefinidamente

Os matematicos referem-se simplesmente a um progressus in infinitum. Os
investigadores de conceitos | (os filosofos) pretendem, por sua vez,
considerar valida unicamente a expressdo progressus in indefinitum. [..]
Quando se diz: Prolongai uma linha, embora seja mais correto acrescentar
in indefinitum do que in infinitum, porque o primeiro significa apenas:
prolongai-a até onde quiserdes e o segundo: ndo devereis nunca terminar o
seu prolongamento (0 que ndo é aqui 0 que se pretende), a primeira
expressdo esta perfeitamente certa se se trata apenas de poder, pois que
podereis sempre prolongé-la até ao infinito. (KANT, 2001, B 539)

InovacBes na filosofia, nas ciéncias exatas, nas ciéncias em geral fazem com que
estejamos sempre em estado de revolucéo cientifica, e o século XX esta repleto delas. E
importante olharmos para o passado para entendermos 0 nosso presente, sobretudo no que
se refere ao pensamento cientifico do homem, e assim esse estudo se faz a partir dessa
premissa: entender as revolug¢des passadas para assimilarmos a ideia de uma revolucdo em
processo, e as possiveis descobertas futuras que se dardo por tais mudancas de

pensamento.

3.1 REVOLUQAO CIENTIFICA A PARTIR DE NEWTON

Muitos historiadores da ciéncia como Boyer e Eves atribuem a Newton uma
revolucdo entdo denominada revolucdo newtoniana em funcdo da grandiosidade de suas
descobertas cientificas, contribuicfes filoséficas e metodoldgicas que rompem com algumas
praticas da época e assim podemos dizer que Newton cria uma revolugdo cientifica dentro
da revolucéo cientifica que ja acontecia nos séculos XVI e XVII. Mas para que possamos
concordar com isso, devemos concordar que revolucdes de fato ocorrem na ciéncia.

O quéo radical deve ser uma mudanca no modo de pensar e na forma de se fazer
ciéncia para que se possa definir gue uma Revolugéo Cientifica estaria ocorrendo naquele
momento?

Denominar revolugdo quando se tem uma mudanca radical no que se refere a
politica ou a economia ou a um regime governamental, parece ser de mais facil aceitagéao, ja
que seria notéria uma mudanca deveras radical, como no caso da Revolucéo Francesa®,

gue acaba com certos privilégios da aristocracia e pela queda do Antigo Regime monarquico

A Revolugdo Francesa, iniciada no dia 17 de junho de 1789, foi um movimento impulsionado pela
burguesia e contou com a participacdo dos camponeses e das classes urbanas que viviam na
miséria. Em 14 de julho de 1789, os parisienses tomaram a prisdo da Bastilha desencadeando
profundas mudancgas no governo francés.
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absolutista e possibilitando o crescimento de republicas e democracias liberais, como
chamamos hoje.

Neste exemplo, temos dados historicos, fatos historicos, temos datas representativas
como 14 de julho de 1789 quando ocorre a Queda da Bastilha, mas a revolucdo ndo é um
fato isolado ou apenas uma vontade de alguns. O pano de fundo da revolucédo social e
politica francesa se deu por uma mudanca radical na forma de pensar do cidadao francés
que ocorrera gracas as ideias politicas emergentes do lluminismo® que fora um movimento
filosofico, politico, social, intelectual, religioso, com ideias e ideais centrados na razéo.
Podemos ver, entdo, uma relacdo de causa e efeito entre a Revolucdo Francesa e o
lluminismo: o primeiro com datacdo precisada pelos historiadores; ja 0 segundo com
diversas discordancias, ja que assim como as revolugdes cientificas, € de dificil observacao
ou até mesmo definicdo, como vemos em Marcondes,

De fato, o rompimento com esse pensamento mistico, iniciatico e ocultista
s6 ocorrerd com o lluminismo do séc. XVIIl, de carater racionalista e
secular, valorizando a experimentacdo e o materialismo e criticando a
supersticdo. (MARCONDES, 2010, p. 172)

Outro exemplo classico de uma revolugédo se d& pela Revolugao Copernicana, que

na obra Critica da Razédo Pura, de Immanuel Kant, é feita uma analogia entre a afirmacgéo de
Copérnico de que o sistema astrondmico ndo era geocéntrico®® mas sim heliocéntrico®,
poderia metafisicamente retirar o0 sujeito da periferia deslocando-o para o centro da
discusséo, isto €, uma alteracdo metodoldgica importante, onde ndo mais a natureza do
objeto regula o sujeito, mas, este ir4 regular-se pela natureza do sujeito do conhecimento.

Copérnico possibilitou a formulagdo da fisica de Newton, considerando as forcas
invisiveis de atracéo entre todos os corpos. Como Newton ja conhecia o fato de que uma
mudanca epistemoldgica interessante funcionou para Copérnico (que foi capaz, mesmo
contrariando os seus sentidos, tomar hipoteses como verdadeiras inicialmente sem
comprovacao) que posteriormente se provaram verdadeiras. Sem isso Newton teria
ignorado o invisivel, e ndo se conheceria 0 mundo como conhecemos hoje, e ndo teriamos
uma Ciéncia Natural baseada na razdo e ndo apenas em dogmas (pelo menos a partir
dagquele momento).

Segundo Kant, em Lucio Lourengo Prado (2018) “A metafisica € a unica ciéncia

capaz de acender alguma luz no estudo das coisas fisicas”. (PRADO, 2018, p. 68)

%O lluminismo, também conhecido como Século das Luzes e llustracdo, foi um movimento

intelectual e filoséfico que dominou o0 mundo das ideias na Europa durante o século XVIII, "O Século
da Filosofia". O lluminismo incluiu uma série de ideias centradas na razdo como a principal fonte de
autoridade e legitimidade e defendia ideais como liberdade, progresso, tolerancia, governo
constitucional e separacao Igreja-Estado.

39 0 Geocentrismo é uma teoria astronémica que considera a Terra fixa no centro do Universo, com
todos os outros corpos celestes orbitando ao seu redor.

“0 £ 0 nome do modelo estrutural cosmologico que coloca o Sol no centro do Universo.
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Aqui vemos uma questdo posta: por um lado sem a intuicdo ndo inovamos, mas com
ela corremos o risco da inconsisténcia, como o caso visto e de ampla reflexdo dada por Kant
sobre seus contemporaneos gedmetras e suas descobertas:

Kant, que observou que os gedmetras da sua época nao conseguiam
demonstrar 0s seus teoremas somente por meio do raciocinio, antes faziam
apelo as figuras, inventou uma teoria do raciocinio matematico segundo a
gual a deducéo nunca é estritamente logica, exigindo sempre o apoio do
gue se chama «intuicdo». Toda a tendéncia matematica moderna, com a
sua crescente exigéncia de rigor, tem sido contraria a esta teoria kantiana.
As coisas matematicas dos dias de Kant que ndo podem ser ndo podem ser
— demonstradas, conhecidas por exemplo, o0 axioma das

paralelas*.(Russell, 2006, p. 145-146).

Copérnico abre o caminho para a fundamentacdo de um Renascimento Cientifico
baseado em um racionalismo e humanismo, que foi seguido por varios expoentes da historia
e com isso diversas descobertas que se seguem, permitindo assim um avango inimaginavel
até entdo em diversos campos do conhecimento, findando no que chamamos hoje de
Ciéncia Moderna.

A afirmacdo de Copérnico desafia a intuicdo e experiéncia; portanto ele cria uma
ruptura com o paradigma consolidado, e tal atitude “revolucionaria”®, possibilitando assim que
pensadores, nos tempos seguintes pudessem utilizar de metodologias baseadas na razdo
para descobrir incriveis resultados, como é o caso de cientistas como Johannes Kepler,
Isaac Newton, Leibniz, Einstein e até mesmo um de seus mais ilustres seguidores, que por
compactuar e divulgar as suas descobertas no ramo da astronomia, quase condenado a
morte e exilado pela Igreja Catdlica.

Galileu Galilei, que no seu famoso livro “Dialogo sobre os dois Maximos Sistemas do
Mundo Ptolomaico & Copernicano”, publicado em Florenca em 1632, em uma fala de sua
personagem Salviati, tenha assim se manifestado: “...ndo posso encontrar limite para a
minha admiracdo de como tenha podido, em Aristarco e em Copérnico, a razéo fazer tanta
violéncia aos sentidos, que contra estes ela se tenha tornado soberana de sua credulidade”.

A Revolugdo Copernicana é um exemplo claro da interdisciplinaridade do
pensamento humano. E uma evidéncia forte de que antes do processo de especializacio
presente no século XX principalmente e a formacdo dos departamentos cientificos, a
pesquisa cientifica se dava por um conjunto complexo de associagfes de ciéncias. As
revolugdes ndo acontecem em uma época especifica e sim em um periodo em que

mudancas cientificas geram uma profunda mudanca no modo de se fazer ciéncia.

1 Assim, a Geometria é toda uma construcao logica, que obedece a determinados pontos de partida,
a certos pressupostos ou “dados”. A Geometria euclidiana, por exemplo, baseia-se no postulado de
que “por um ponto tomado fora de uma reta, pode-se fazer passar uma paralela a essa reta e so
uma”. Por outro lado, a Geometria, que é ciéncia de todas as espécies possiveis de espago, como
nos diz Kant, ndo pode definir o que seja “espaco”, partindo de uma nogdo pressuposta, de carater
operacional.(REALE, 2002, p. 2)
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Os historiadores utilizam o termo Revolugcdo Copernicana, o que demonstra o grau
de importancia do feito de Copérnico, de como a descrigdo do sistema geocéntrico foi capaz
de mudancas radicais no pensamento humano ja que, retira a figura do homem como o
centro do universo, e mostra ser possivel romper com um sistema pré-estabelecido, que
leva o cientista a pensar em outras formas de paradigmas emergentes, na visao de Kuhn.
Contudo em Copérnico ainda ndo temos a no¢éo de universo infinito, que surge mais tarde
com Nicolau de Cusa e Giordano Bruno

[...Jo modelo heliocéntrico copernicano rompe com o sistema aristotélico-
ptolomaico em um aspecto fundamental que é a adoc¢do do Sol, e ndo da
Terra, como centro, porém conserva ainda a concep¢do de um cosmo
fechado, tendo como limite a esfera das estrelas fixas, tipico da visao
antiga. Sera apenas progressivamente que a ideia de um universo infinito
sera incorporada a ciéncia moderna. (MARCONDES, 2010, p. 168)

Encontramos também o termo Revolucdo Newtoniana, ja que a publicacdo da obra
Principia de Newton, que se fez o objeto do auge de uma mudanca do pensamento humano
gue ja vira ocorrendo ha algum tempo. Assim podemos dizer que se trata na verdade de
uma unica revolucdo, que se fez em torno de 144 anos, ja que de uma forma objetiva
existem duas obras, com datagbes que nos permitem de uma maneira matematica datar o
inicio e o apice dessa revolucdo: 1543, ano em que Copérnico publica o De Revolutionibus e
1687, ano em que Newton publica os Principia, e agora temos o que chamamos de ciéncia
moderna

Uma das principais transformacdes do ponto de vista da metodologia
cientifica esta precisamente na inversdo dessa ordem de prioridades. A
ciéncia moderna surge quando se torna mais importante salvar os
fenbmenos e quando a observacdo, a experimentacdo e a verificacdo de
hipoteses tornam-se critérios decisivos, suplantando o argumento
metafisico. (MARCONDES, 2010, p. 168).

Entre o Sistema Cosmoldgico Heliocéntrico de Copérnico e a Lei da Gravitagdo

Universal, tivemos incriveis contribuicbes de admiraveis cientistas como Galileu e Kepler.
Portanto essa revolucdo deveria, ainda que de forma resumida, e sendo injusto por deixar
varios cientistas a parte, se chamar Revolucdo Copernicana-Galileana-Kepleriana-
Newtoniana, que levou a humanidade na formulagdo do que chamamos de Ciéncia
Moderna.

A Astronomia vem ao longo dos séculos revolucionando o pensamento
humano. A revolucdo cientifica, conhecida também como a revolugdo
Copernicana-Galileana-Kepleriana-Newtoniana, que teve inicio no comego
da idade moderna, € um exemplo claro disto e esta nos conduziu ao
processo, que modernamente, denominamos Ciéncia. (MAGALHAES,
2019, p. 10)
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3.2 A EPISTEMOLOGIA DA CIENCIA POS IDADE MEDIA, A CIENCIA MODERNA

A Revolucdo Cientifica, que tem seu apice no século XVII, conduz a mudancas
radicais em muitas formas de pensar do homem, bem como na questao metodolégica e nas
técnicas utilizadas para a construcdo do conhecimento alterando sensivelmente, portanto, a
episteme desses pensadores.

Entdo podemos e devemos denominar como uma revolugcdo e, nesse caso, uma
Revolucao Cientifica, ja que foi um marco de importancia magnifica, e que resultou em
mudancas absolutamente radicais, com desdobramentos que perduram até os tempos
modernos. Sobre essas observacdes é 0 que concordam muitos estudiosos da Teoria das
Ciéncias, historiadores e filésofos. A partir desse momento discute-se a importancia da
razdo e dos sentidos, em uma forma de racionalismo epistémico, e a quem devemos confiar
para um embate filoséfico-cientifico, mais do que apenas metafisico.

O sistema astronémico de Copérnico bem como a Ciéncia Natural de Newton e
Leibniz, nos dao clareza sobre como uma descoberta cientifica pode interferir no
pensamento filoséfico e vice-versa, jA que muitas vezes a metodologia utilizada é que
proporciona novas descobertas, e 0 avango epistemoldgico obtido ndo se reduz a apenas ao
cientista puro, mas ao ser humano integralmente, fazendo com que ele de forma
interdisciplinar possa aumentar mais e mais o conhecimento de forma global e irrestrita.

Isso prova o teor interdisciplinar do tema deste trabalho, bem como a abordagem
utilizada pelos autores, ja que mais do que comparar modelos padrées com modelos nao-
padrbes, estamos investigando as contribuicdes das mais diversas obras, em diversos
departamentos e de que forma foram capazes de nos levar ao que chamamos de Ciéncia
Moderna.

O século XVII é denominado por Whitehead* como o século dos génios, muito em
func&o dos avancgos cientificos atingidos por Newton e Leibniz, ndo apenas pela criacdo do
Célculo, mas porque nesse periodo pudemos testemunhar a utilizacdo de procedimentos
matematicos para elucidar experimentos fisicos e uma forte geometrizagdo da ciéncia do
movimento/cinemética do movimento. Consequentemente tivemos metodologias cientificas
gue romperam com 0 pensamento epistemoldgico aristotélico aplicado na Antiguidade e
parte da Idade Média, e tal acdo foi tdo profunda que os historiadores denominaram como
uma revolugdo epistemoldgica, uma revolugéo cientifica que nos levou a chamada ciéncia
moderna e a filosofia moderna.

Esta revolucdo epistemoldgica e a ciéncia moderna, que € assim definida em funcao

da criacdo de instrumentos técnicos que propiciaram a descricdo e experimentacdo

* Alfred North Whitehead nascido em 1861 foi um filésofo, l6gico e matematico britanico. E o
fundador da escola filoséfica conhecida como a filosofia do processo, atualmente aplicada em varios
campos da ciéncia, como dentre outros na ecologia, teologia, pedagogia, fisica, biologia, economia e
psicologia.
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cientifica, dando um suporte metodolégico para a ampliagdo da percep¢ao dos sentidos do
homem. Ressaltamos que uma revolugdo ocorre em um processo longo de mudangas na
forma de pensar e fazer ciéncia, e dizemos que ocorrera no século XVII porque entendemos
gue alcangara 0 seu auge nessa época, que fora aluida apenas no século XX, em funcéo do
novo paradigma da mecanica quéntica.

Uma pesquisa cientifica ndo pode ser contaminada por métodos ndo racionais de
investigacdo, sobretudo quando queremos estudar fenbmenos naturais, que envolvem
temas complexos sobre o entendimento sobre o mundo, e um certo conjunto de técnicas
gque regem a construcdo de uma Teoria do Conhecimento. Mas o que € afinal
Epistemologia?

Epistemologia pode ser definida etimologicamente como discurso racional
(logos) da ciéncia (episteme). A palavra grega episteme pode ser traduzida
por conhecimento estabelecido, conhecimento seguro. A palavra grega
logos, dona de varias acepgoes, pode ser aqui traduzida por “teoria racional
[...]". Epistemologia, a “teoria racional do conhecimento seguro”, a teoria da
ciéncia. (CASTANON, 2007, p. 13).

Nesse estudo trataremos 0s termos que envolvem a Epistemologia, nas palavras de
Castafion (2007) como “o termo Filosofia da Ciéncia, ou seja, 0 estudo sistematico das
condicbes de possibilidade, métodos e critérios deste corpo especial de conhecimento, o
conhecimento cientifico.”.

Mas essas mudancgas ja eram sensiveis tempos antes, como pelo célebre Galileu
Galilei que para muitos foi 0 expoente maior na criacdo do conceito de ciéncia e precursor
da ciéncia moderna. A questéo principal da ciéncia moderna é a técnica e ele jA mostrava
avancgos na sua técnica de fazer ciéncia, priorizando a acao, a intervencao e o pragmatismo,
e ndo apenas a contemplacdo, que era marcante na ciéncia anterior.

Na verdade, alguns estudiosos chamam esse periodo de pré-ciéncia, e um dos
desafios epistemoldgicos em trabalhar com uma Filosofia Natural se dad em relacdo ao
objetivo da pesquisa cientifica: a questdo do que é a razdo e o real, a razdo e os resultados
esperados a priori, como explica Bachelard:

[...] é erradamente que se pretende ver no real a razdo determinante da
objetividade, quando nunca se pode obter mais do que a prova de uma
objetivacdo correta. << A presenca da palavra real, como diz muito bem
Campbell, é sempre o sinal de um perigo de confusdo de pensamento.>>
Se quisermos continuar na verdade, é preciso conseguir por o problema
sistematicamente mais em termos de objetivacdo do que de obijetividade.
Determinar um carater objetivo ndo é tocar num absoluto, € provar que se
aplica corretamente num método. (BACHELARD, 1971, p. 40).

Estudar e conjecturar sobre a natureza, e ndo apenas contempla-la, romper com a
conviccdo grega de que natureza terrestre e celeste sdo regidas por leis diferentes e confiar
nos procedimentos técnicos matematicos para comprovar tais conjecturas, rompendo assim

com a filosofia aristotélica dominante, permitiu ao homem o grande avango técnico e



48

s

tecnolégico que presenciamos até a atualidade, como é o exemplo da consolidacdo da
Quimica®®, no século XVIII, como ciéncia independente da farmécia, alquimia ou medicina.

Esse status de pré-ciéncia se da pela falta de liberdade do homem pensar a natureza
pela razdo que o filésofo busca ter, e ndo sé pela contemplacédo, como vemos em Bachelard
(1978, p.81) “O espirito pré-cientifico ndo podia pensar formalmente o0s conceitos
elementares, porque nunca os libertava totalmente do seu conteddo. N&o via que as
esséncias devem ser definidas a partir das ex-estancias, como agrupamento de condi¢bes
l6gicas.”

O conhecimento a priori, base de muitas correntes epistemolégicas, € amplamente
discutido sobretudo a partir dessa época e das descobertas obtidas em tal periodo, e o
positivismo vem discutir essa e outras questdes. Um dos expoentes dessa cena foi Augusto
Comte (1798-1857), o qual discutiu a filosofia que se faz a partir das ciéncias exatas e a
metafisica como meio de obtencao de ciéncia

Para Comte, a Filosofia s6 é digna desse nome enquanto nao se diversifica
da propria Ciéncia, marcando uma visdo organica da natureza e da
sociedade, fundada nos resultados de um saber constituido objetivamente a
luz dos fatos ou das suas relacdes. Tal posicdo e tendéncia de Augusto
Comte, baseando o saber filoséfico sobre o alicerce das ciéncias exatas,
estavam destinadas a obter repercussdo muito grande em sua época,
notadamente por sua declarada aversao a Metafisica e a quaisquer formas
de conhecimento a priori, isto é, estabelecido independentemente da
experiéncia, ou anteriormente a verificagdo dos fatos. (REALE, 2002, p.3).

Um dos legados dessa chamada Revolucao Cientifica se da em um aspecto crucial
para a teoria do conhecimento, quando agora a Ciéncia e a Filosofia passam a ser parceiras
no processo de construcao cientifica, em que simultaneamente faz com que o cientista crie
ciéncia de forma embasada, mas que possa sempre permitir um estado de falseabilidade
dela, ainda que em uma ciéncia dita exata

Entre Ciéncia e Filosofia ndo haveria, portanto, uma diferenca de esséncia
ou de qualidade, mas, tdo-somente, uma diferenca de grau ou de
generalidade. O fisico ou o quimico elaboram, apreciam um aspecto
particular da realidade ou de algo: 0 mesmo faz o biélogo, o astrébnomo ou o
matematico. Cada qual tem seu campo de pesquisa e unifica e delimita os
resultados de suas indagacdes. A Ciéncia é, portanto, um saber parcial
unificado, referente a um aspecto abstraido de outros aspectos possiveis,
como condi¢éo de observacao e andlise, nunca deixando de ser observacéo
de fatos e de relacdes entre fatos. (REALE, 2002, p 3)

Assim como o lluminismo estéd para a Revolugédo Francesa, o sistema Heliocéntrico

esta para o Racionalismo e o Renascimento, as Geometrias Nao-Euclidianas* estéo para a

* Quimicaé a ciéncia que estuda a matéria, suas estruturas e propriedades, bem como as
transformacdes que ela pode desenvolver.

“ Na matematica, uma geometria ndo euclidianaé uma geometria baseada num sistema
axiomatico distinto da geometria euclidiana. Modificando o axioma das paralelas, que postula que por
um ponto exterior a uma reta passa exatamente uma reta paralela a inicial, obtém-se as geometrias
eliptica e hiperbdlica, dentre outras.
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Epistemologia de Gaston Bachelard®, a lei da gravitac&o universal*® e a Filosofia Natural de
Newton, 0s nameros irracionais estao para a inconsisténcia da filosofia pitagérica de mundo,
0S numeros imaginarios e a Mecanica Quantica de Max Planck, os ménadas e a Ldgica
Mateméatica de Leibniz, onde uma ideia condenada ao fracasso por ser totalmente
descabida no paradigma dominante, e alguns pensadores chegaram ao ponto de esconder
tais descobertas por medo de serem criticados, ridicularizados, exilados ou mortos como a
historia apresenta.

O conceito de Ciéncia Moderna é bastante discutivel, jA que em diferentes épocas e
lugares a ideia de Ciéncia jA se mostrava presente, visto que o0 homem ja mostra o
desenvolvimento dela ha muitos séculos, e em diversas civilizacdes. A Filosofia, assim como
a Matematica, estdo no cerne dessa questdo, visto que o0s avancos tecnoldgicos,
metodoldgicos, e a forma de pensar destas, influenciam o homem e a sua forma de produzir
conhecimento, como vemos por Rosa (2012):

Diante da falta de consenso quanto ao conceito de Ciéncia, uma dificuldade
adicional, e inicial, no estudo da sua evolucdo, esta na determinacdo de
guando e onde foi ela criada. Para os que sustentam ter ocorrido tal criacéo
no Periodo Histdrico, trés principais correntes podem ser detectadas: uma
recua o0 surgimento da Ciéncia as primeiras civilizagcbes, como a
mesopotamica, a egipcia, a chinesa e a indiana; outra defende a Grécia do
século V como bergo da Ciéncia, produto direto da Filosofia, a qual estaria
estreitamente vinculada e subordinada, por muitos séculos; e uma terceira
considera a Ciéncia uma recente criacéo europeia, da Era Moderna (século
XVI).(ROSA, 2012, p. 23)

Acreditamos que a andlise ndo-standard de Robinson esta para uma nova Revolugéo
Epistemoldgica Moderna, e mais uma vez a historia se repete, e o conjunto dos nimeros
ganha outros elementos, agora os nimeros hiper-reais*’. Este fato pode ser um marco e
uma nova Revolucédo Cientifica, sobretudo por defender uma metodologia onde prevalece o
rigor semantico e sintatico. E, portanto, uma revolugéo epistémica, uma vez que trazemos a
discussdo sobre os ndameros para um ambito ndo s6 mateméatico: os numeros sdo dos

mateméticos, mas o infinito € do mundo, ou seja, dos filésofos.

3.3 ISAAC NEWTON E A SUA FILOSOFIA
Newton foi um matematico, fisico, tedlogo e astrénomo, conhecido em sua época
como um Filésofo Natural e um dos cientistas mais influentes da histéria, além de ser um

dos protagonistas na chamada Revolucao Cientifica.

* Gaston Bachelard (Bar-sur-Aube, 27 de junho de 1884 — Paris, 16 de outubro de 1962) foi um
filosofo, quimico e poeta francés. Seu pensamento esta focado principalmente em questdes
referentes a filosofia da ciéncia.

** A gravitacdo universal é uma lei que permite calcular a forca gravitacional exercida entre duas
massas separadas com certa distancia.

*0O termo "hiper-real” foi introduzido por Edwin Hewitt em 1948.
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Além das suas contribuicbes na filosofia, foi um dos grandes contribuintes dos
alicerces da mecéanica classica e um dos criadores do Calculo Diferencial.

Isaac Newton, no prefacio da primeira edicdo dos Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica, escreve:

(...) ofereco esta obra como os principios mateméaticos da filosofia, pois todo
o tema da filosofia parece consistir no seguinte -- dos fenémenos do
movimento investigar as forcas da natureza e, entdo, destas forcas
demonstrar os outros fendmenos; e com este propdésito sdo apresentadas
as proposic¢des gerais do primeiro e segundo livros. No terceiro livro dou um
exemplo disto na explicacdo do Sistema do Mundo; pois, pelas proposicdes
matematicamente demonstradas no primeiro livro, no terceiro eu derivo dos
fendmenos celestes a forca da gravidade através da qual os corpos sdo
atraidos para o Sol e para diversos planetas. Entdo destas forgas, usando
outras proposicfes matematicas, deduzo o movimento dos planetas, dos
cometas, da lua e do mar (...)48

“‘Newton, o primeiro inventor de um sistema de fisica tedrica, imenso e
dindmico, ndo hesita em acreditar que conceitos fundamentais e leis
fundamentais de seu sistema sairam diretamente da experiéncia. Creio que
se deve interpretar neste sentido sua declaracdo de principio hypotheses
non fingo.” (EINSTEIN, 1981, p.149).

E indiscutivel a genialidade de Newton, bem como o quanto proporcionou de
avancos cientificos. Contudo nédo se pode negar em alguns momentos a falta de rigor
semantico de Newton, ou a falta de preocupac¢do com o rigor técnico de algumas de suas
teorias. Entendemos que isso pode ter permitido tais avancos, ja que Newton ndo ficara
preso as técnicas aplicadas em sua época e por isso € um marco na Historia das Ciéncias,
promovendo mudancas filosoéficas e epistemoldgicas impactantes.

Muitas vezes vemos em Newton uma crenca de que a ciéncia pode criar conjecturas
suficientemente precisas sobre uma observacdo bastando para o seu agente cientifico
dados suficientes. Isto sinalizou a fundacdo do que mais tarde ficou conhecido como
determinismo cientifico, e que sé fora abalado no século XX com suas publicaces sobre a
Teoria da Relatividade.

O determinismo permitiu a Newton deduzir diversos resultados pela observacéo de
fenbmenos naturais, e por isso é considerado o criador da Filosofia Natural. A partir desse
marco, ndo mais apenas se contempla a natureza, pode-se tirar conclusbes e as provar
indutivamente.

(...) Ainda n&o consegui descobrir a razdo dessas propriedades da
gravidade a partir dos fenémenos, e nao invento hipéteses. Portanto tudo o
gue ndo é deduzido dos fendmenos deve ser chamado de hipétese; e as
hipéteses, se metafisicas ou fisicas, baseadas em qualidades ocultas, ou
mecanicas, ndo tem lugar na filosofia experimental. Nesssa filosofia

*® NEWTON, Isaac, Principia mathematica philosophiae naturalis, ed. Cajori, T.I, p.21 (1962,
University of California Press), p.XVII. Esta edi¢cdo corresponde a primeira tradu¢do em lingua inglesa
feita por Andrew Motte sobre a Ultima edi¢do em idioma latino, publicada no ano de 1726, ainda em
vida de Newton e por ele revista.
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experimental proposicdes sdo deduzidas [inferidas] de fendmenos e [depois]
generalizadas por inducdo (NEWTON, 1999, p.943).

As suas publicacdes renderam a Newton diversas criticas. A frase Hypotheses non
fingo foi anexada por meio de um ensaio, “General Scholium”, & segunda edigdo do Principia
de 1713, em resposta a criticas que recebeu apds a publicacéo do Principia em 1687, o que
contraria e muito a filosofia natural de Descartes e de Leibniz, e tem profunda discussao de
ambito metodoldgico, metafisico, teolégico e cientifico. A contradicdo se da aqui pois o
préprio Newton, assim como Kepler, conseguiu descobrir incriveis resultados,
principalmente em relacdo a Lei da Gravitacdo Universal, justamente por formar hip6teses,
como defendido pelos fildsofos John Herschel e William Whewell

Criticos desse método (método da hipotese), apontavam que hipéteses
poderiam sempre ser ajustadas artificialmente para acomodar qualquer
guantidade de dados. Mas foi notado que algumas dessas teorias tinham a
virtude adicional de gerar predic6es especificas de fendmenos até entdo
nao observados assim, cientistas como John Herschel e William Whewell
argumentaram que hip6teses que salvam fenémenos poderiam ser
justificadas quando fossem confirmadas por tais ‘novos’ fenémenos.
(POLISELI, 2021, p. 173).

E aqui temos uma questdo importante: em que momento o filosofo pode formar
hip6teses e quando deve renunciar a ela se ainda ndo confirmada?

Newton e suas quantidades fluentes, Leibniz e seus infinitésimos, de alguma forma,
levantaram hipéteses e conta a histéria, por meio dos diversos cientistas que desde entao
tentam provar que estavam corretos ou incorretos, provar suas afirmacdes ou nega-las, e
nao ha um consenso académico ainda sobre elas.

Nos livros didaticos temos a chamada definicdo formal de limite. Portanto Newton
nao teria definido formalmente o conceito de limites. Tal definicdo foi feita por Karl
Weierstrass (1815-1897) no século XIX

O numero L é o limite da funcao f(x), onde x = x, se, dado qualquer numero
arbitrariamente pequeno ¢, outro numero & possa ser encontrado tal que
para todos os valores de x diferindo de x, por menos que 8, o valor de f(x)
diferir de L por menos que €’ (BOYER, 1949, p. 287, tradugdo nossa)

Os autores desse estudo acreditam que as hip6teses formuladas por Newton e
Leibniz devem sim ser renunciadas, por se tratar de fatos arbitrarios, ja que Newton nega a
existéncia dos infinitesimais de Leibniz, e esse ndo nos traz uma definicdo formal dos
mesmos, ainda que claramente os utilize como ferramentas na sua matemaética.

Weiestrass formaliza os limites de Newton, mas usa & e €, que nada mais sdo do que
os infinitésimos de Leibniz, mas que ndo tém o rigor matematico que se espera, ja que se
supde existir um numero real positivo menor que qualquer nimero real, 0 que nos leva a um
guestionamento epistemoldgico e a repensar a base na Andlise Real com a teoria do

z z

Conjunto dos Numeros Reais, isto €, a matematica que & conhecida como a mée das
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Ciéncias Exatas pode ter uma das suas principais disciplinas baseada em hipo6teses uteis,
em uma pratica filoséfica ad hoc.

Embora Newton tenha diversos escritos sobre o seu método, jamais deixara claro a
técnica do seu método cientifico, de acordo com o epistemélogo Laudan®®. O vocabulario
utilizado, sobretudo no que se refere ao seu método investigativo, “foi vaga e
inconsistentemente aplicada”, Newton nao esclarece o real sentido dos termos “nao invento
hipéteses”, o que significa “deduzir’ ou “induzir” leis de fendmenos naturais.

Newton no livro Il do Principia parece apontar uma preocupa¢cdo com 0 seu método
filoséfico na constru¢cdo do calculo como descritivo dos fendmenos naturais, ja que o
processo indutivo ndo deve ser iludido por hipoteses.

Na filosofia experimental devemos considerar as proposic¢oes inferidas pela
inducdo geral a partir dos fendbmenos como precisamente ou muito
aproximadamente verdadeiras, apesar de quaisquer hipdteses contrarias
gue possam ser imaginadas, até 0 momento em que outros fendbmenos
ocorram pelos quais elas possam ou ser tornadas mais precisas, ou fiquem
sujeitas a excecoes.

Newton, portanto, diz se utilizar da indugé\o50 como técnica metodolégica, mas ainda
alega ndo montar hipétese. No entanto vemos em seus trabalhos uma forte metodologia
matematica utilizada no intuito de dar seguranca aos seus escritos, 0 que parece contrariar

0 método dito indutivo

Inducdo € uma argumentacdo na qual, a partir de dados singulares
suficientemente enumerados, inferimos uma verdade universal. Enquanto
na deducdo a conclusdo deriva de verdades universais ja conhecidas,
partindo portanto do plano do inteligivel, a indu¢éo, ao contrario, chega a
uma conclusdo a partir da experiéncia sensivel, dos dados particulares.
(ARANHA, 1993, p.115)

Confirmando o nosso questionamento, mas ainda ndo diminuindo o poder da técnica

aplicada por Newton, Aranha (1993) reitera

Apesar da aparente fragilidade da indugdo, que ndo possui o rigor do
raciocinio dedutivo, trata-se de uma forma muito fecunda de pensar, sendo
responsavel pela fundamentacdo de grande parte dos nossos
conhecimentos na vida diaria e de grande valia nas ciéncias experimentais.
(ARANHA, 1993, p.118)

Assim o chamado Estilo Newtoniano é visto por muitos como um método indutivo e
hipotético-dedutivo em uma ordem pré-estabelecida, o que também nédo é uma unanimidade

conceitual académica.

9 Foi um filésofo americano da ciéncia e epistemdlogo. Criticou fortemente as tradicdes do
positivismo, realismo e relativismo, e defendeu uma visao da ciéncia como uma instituicao privilegiada
e progressista contra os desafios populares. A viséao filoséfica de Laudan das tradi¢cbes de pesquisa é
vista como uma importante alternativa aos programas de pesquisa de Imre Lakatos.

O termo inducao utilizado nesse trabalho é tratado em termos de metodologia filosofica e ndo no
sentido da indugdo matematica ou inducéo finita.
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O método indutivo utilizado por Newton em sua matemética pode ser explicado pela
presenca do mesmo método em sua filosofia, como podemos ver nos trechos do Livro Il do
Principia, onde quatro regras sédo demarcadas por ele:

Regra |

N&o devemos admitir mais causas para as coisas naturais do que as
gue sao verdadeiras e suficientes para explicar suas aparéncias.
Regra Il

Portanto, aos mesmos efeitos naturais temos de atribuir as mesmas
causas, tanto quanto possivel.
Regra Il

As qualidades dos corpos que ndo admitem intensificacdo nem
diminuicdo de graus, e que pertencem a todos os corpos dentro do alcance
de nossas experiéncias, devem ser consideradas como qualidades
universais de todos os corpos de qualquer tipo.
Regra IV

Na filosofia experimental devemos considerar as proposicdes
inferidas pela inducdo geral a partir dos fenbmenos como precisamente ou
muito aproximadamente verdadeiras, apesar de quaisquer hipoteses
contrarias que possam ser imaginadas, até o momento em que outros
fendbmenos ocorram pelos quais elas possam ou ser tornadas mais
precisas, ou fiqguem sujeitas a exceces(NEWTON, 1952, p 185-186).

Para Newton, portanto, a Natureza tem sempre um propdsito e 0 seu pragmatismo
se mostra em suas leis, onde cada uma delas tem uma razéo de ser, e superficialidades sédo
excluidas j4 que aumentam o grau de complexidade e a Natureza se faz de forma ingénua,
com a mesma relagdo para todos os entes de mesma classificagdo ontoldégica. Com
particulas menores impenetraveis ainda que divididas ad infinitum, e como ja apontado
nesse estudo antes e de ampla anuéncia de seus autores, a inconsisténcia maior
denunciada por varios estudiosos, se da principalmente pelo fato de que parece que Newton
guebra a sua Regra IV.

Ja que a filosofia experimental e 0 método indutivo devem, como o préprio Newton
declara, ter o cuidado para ndo ser ludibriado por hipoteses, mas o fato dos seus limites
parecerem cumprir o que a Natureza demonstra, sobretudo na cinemética dos corpos,
parece ter dado a Newton a falsa impressédo de que os tais nimeros muito pequenos nao
existirem de forma mais profunda e rigorosa, mas apenas como um ser a ser ignorado.

O livro Principia recebeu diversas criticas nos anos que seguem a sua publicacdo e
reedicdes onde alguns prefacios foram incluidos e da traducdo de Trieste et al. (2016)
podemos repercutir as explicagbes dadas por Newton na tentativa de responder a tais
julgamentos sofridos pela obra:

Prefacio de Newton a Primeira Edicao:
‘Ja que os antigos (como nos diz Pappus) consideravam a ciéncia da
mecénica da maior importancia na investigacdo das coisas naturais, e 0s
modernos, rejeitando formas substanciais e qualidades ocultas, tém se
esforcado para sujeitar os fenébmenos da natureza as leis da matematica,
cultivei a matematica, neste tratado, no que ela se relaciona a filosofia.”
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“..mas como os artesdaos nao trabalham com rigor perfeito, diferenciam a
mecanica da geometria, 0 que é perfeitamente preciso é chamado
geométrico, 0 que € menos rigoroso € chamado mecéanico. No entanto, os
erros néo estdo na arte, mas nos artesgos.”

“..a geometria ndo nos ensina a tragar essas linhas, mas exige que sejam
tracadas...a qual, entdo, mostra como os problemas podem ser resolvidos
através dessas operagées...”

“..desenhar linhas retas e circulos ¢ um problema, mas ndo um problema
geométrico. A solucao deste problema é exigida da mecénica, e seu uso é
mostrado pela geometria; e € a gléria da geometria que, a partir desses
poucos principios, trazidos do nada, seja capaz de exibir tantos resultados.”
“...por muitas razées, sou induzido a suspeitar de que todos eles(fendmenos
da Natureza) possam depender de certas forcas pelas quais as particulas
dos corpos, por algumas causas até aqui desconhecidas, ...sendo
desconhecidas essas forgas, os fildsofos até agora tém tentado em véo a
investigacdo da Natureza; mas espero que 0s principios aqui expostos
tragam alguma luz, seja a esse ou a algum outro método mais verdadeiro
de filosofar.”

Peco enfaticamente que o que aqui realizei seja lido com indulgéncia e que
meus trabalhos em um assunto tao dificil sejam examinados néo tanto com
espirito de censura, mas com o0 de reparar seus defeitos. (NEWTON,
Cambridge, Trinity College 8 de maio de 1686).

O tom utilizado por Newton nesse preféacio incluido na segunda edicdo mostra que a
primeira edicdo sofrera duras criticas no que se refere ao uso da matematica como
embasamento a mecanica, pratica incomum na época. Ele defende que a usou no que se
relaciona com a filosofia, e que a geometria é uma ferramenta e ndo substitui a sua
mecanica ou mesmo o0 seu estudo sobre os fendmenos da Natureza.

Aqui temos ao mesmo tempo a brilhante acdo de Newton em inaugurar o que hoje
chamamos de determinismo, onde as comprovacdes cientificas se dao pela matematica e o
seu rigor técnico, mas também vemos que ele ainda ndo depositava toda a sua crenca de
sua mecanica na matematica, o que provavelmente o fez ndo ter o rigor esperado pela
Analise Matematica moderna.

Prefacio de Cotes a Segunda Edicao:

“.. a partir de alguns fenémenos selecionados, deduzem, por analise, as
forcas da Natureza e as mais simples leis de forcas, e dai, por sintese,
mostram a constituicdo do resto. Estad é a melhor forma de filosofar, que
nosso renomado autor coerentemente preferiu abracar em detrimento do
resto, e imaginou merecer ser cultivada e adornada pelos seus excelentes
esforcos. Desta, ele nos deu um exemplo ilustre com a explicacdo do
Sistema do Mundo, deduzido da Teoria da Gravidade. Que o atributo da
gravidade fosse encontrado em todos 0s corpos, outros suspeitaram antes
dele, ou imaginaram, mas ele foi o Unico e primeiro filésofo que pode
demonstra-lo a partir das aparéncias e torna-lo uma base sélida para as
especulagbes mais nobres.”

“Sei que algumas pessoas de grande renome, demasiado imbuidas de
certos preconceitos, estéo resistindo em aceitar este novo principio e estéo
dispostas a preferir nogées incertas as certas...”

“Esses homens podem chama-las (as for¢as da natureza como a gravidade)
de milagres ou qualidades ocultas, mas nomes maliciosamente dados nao
devem ser uma desvantagem para as coisas, a menos que esses homens
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digam, por fim, que toda filosofia deva ser fundada no ateismo. A filosofia
ndo deve ser corrompida em cumplicidade com esses homens, pois a
ordem das coisas ndo sera mudada.”

(Roger Cotes Membro do Trinity College, Professor Catedratico de
Astronomia e Filosofia Experimental. Cambridge, 12 de maio de 1713.)

Na segunda edicao do Principia, parece ter havido um ataque mais intenso a sua
filosofia, e ao método experimental indutivo, o que é defendido fortemente por Cotes como
ser uma pratica confiavel, que levou Newton a incriveis descobertas inéditas e totalmente
confidveis, ainda que as tais forcas ocultas ndo tenham sido elucidadas até entéo.
Lembramos ao leitor que o objetivo aqui ndo é desmerecer, em hipétese alguma, o valor dos
trabalhos de Newton, mas para darmos uma dimenséo da intensidade das criticas, seja no
ambito técnico quanto filosofico, o que é totalmente normal, quando algo téo dificil e inédito
€ publicado.

Portanto como esse trabalho propde mudancas, ainda que epistemoldgicas, na teoria
apresentada por Newton e até mesmo de Leibniz, temos aqui materializada mais uma
comunicacdo da enorme contribuicao cientifica do trabalho incrivel desenvolvido por esses
engenhosos cientistas.

Nessa edicdo do Principia vale salientar que a palavra hipotese foi substituida pela
palavra regra, provavelmente numa tentativa de se defender de alguns dos ataques, que
alegavam que Newton teria feito um jogo matematico para demonstrar as suas descobertas,
uma vez gue a sua técnica se baseou no fato de que as leis da fisica e matematica advém
da observacdo e da experimentacdo. Tal fato o tornou o maior representante da Filosofia
Experimental e do empirismo matematico, visto que ele toma a matematica como um
modelo, mas ndo a causa ou uma congruéncia do préprio fenémeno.

Em uma carta enviada ao seu adversario Robert Hooke®, em 1676, Newton
escreveu, “O que Des-Cartes fez foi um bom passo. Vocé contribuiu muito de vérias formas,
especialmente tomando as cores de placas finas em consideracao filosofica. Se eu vi mais
longe foi por estar sobre ombros [sic] ("sholders") de gigantes.”

Em uma leitura ingénua temos a figura de um cientista que enobrece, admira e se
utiliza das descobertas dos pensadores e as descobertas do seu tempo e de épocas
passadas, bem como uma expressdo de reconhecimento e admiracdo a Hooke, que até
entdo trocavam diversas correspondéncias e a escrita demonstrava um respeito de ambas
as partes. Mas para alguns autores atuais, a frase seria uma provocacao sarcastica sobre a

situacao fisica de Hooke que sofria de cifose.

>! Robert Hooke (1635-1703) foi um cientista inglés, nascido em Freshwater. Foi estudar em Oxford
University, em 1653, onde comegou como assistente de laboratério de Robert Boyle, em 1655, que
futuramente colaborou para os estudos sobre gases, se destacando em mecénica.
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Isaac Newton, embora tenha tido contado com a filosofia aristotélica em sua trajetéria
académica e estudos sobre Platdo, ndo as via como ferramentas Unicas de desenvolvimento
cientifico, mas entendia que a busca pelas respostas, pelas verdades estd acima de
gualquer método unico ou filésofo Unico, e este escreve “Platdo € meu amigo — Aristoteles
é meu amigo — mas meu melhor amigo é a verdade ™ (NEWTON, 1664).

Entdo mesmo demonstrando uma independéncia filoséfica e metodolégica, se
mostra influenciado por técnicas de fildsofos anteriores, e vemos em alguns de seus textos a
influéncia aristotélica bem presente, onde a matematica ocupa uma posi¢cao primeira na
hierarquia cientifica, mas Newton pensou em uma filosofia natural, e se a filosofia platbnica
ou aristotélica, em algum ponto, se mostrar coerente e verdadeira, para Newton sera bem-
vinda.

Embora com algumas divergéncias matematicas, o que notadamente distingue os
calculos de Newton e Leibniz, é a filosofia, formagdes diferentes, objetivos diferentes. Se
mostraram sensiveis tais diferencas metodolégicas, em funcao das diferentes influéncias de
escolas filoséficas em ambos os cientistas. Agora iremos nos aprofundar na filosofia

presente nos trabalhos do outro criador do célculo: Gottfried Wilhelm Leibniz.
3.4 LEIBNIZ E A SUA FILOSOFIA

Os estudos de Leibniz anteciparam a filosofia analitica® e a l6gica moderna. Leibniz,
Descartes e Spinoza s&o considerados os maiores defensores do racionalismo® no século
XVIl. Uma analise de seus escritos nos permite classificar a sua filosofia como uma forma
de filosofia escolastica, ja que Leibniz ndo se mostra um empirista® mas sim um pensador
gue aplica a razado as definicbes candnicas ou antecessores. Se destaca o fato de que
embora racionalista, Leibniz ndo seguia na totalidade a filosofia de Descartes, como vemos

em Marcondes

%2 Amicus Plato — amicus Aristoteles — magis amica veritas.

% Afilosofia analitica @ uma vertente do pensamento contemporaneo reivindicada por filésofos
bastante diferentes e com duas caracterizacdes distintas, cuja filosofia precursora surgiu da
superacao da filosofia sintética do Século XIX. Originariamente, seu ponto comum foi a ideia de que a
filosofia trata da andlise do significado de enunciados linguisticos; isto é, a filosofia reduz-se a uma
E)Aesquisa sobre a linguagem..

"Como a epistemologia (vertente filosofica que investiga as teorias do conhecimento), o
racionalismo afirma que todo o conhecimento humano advém da pura racionalidade e do intelecto. As
experiéncias praticas, para os racionalistas, nao tém valor cognitivo, podendo inclusive enganar-nos
ao oferecer-nos impressdes errdneas. Os racionalistas defendem que as ideias surgem da pura e
simples capacidade racional e impulsionam o intelecto, formando os conhecimentos com base nas
leis universais da raz&o."
>> O empirismo defende que toda a nossa estrutura cognitiva é formada com base na experiéncia
pratica, de modo que, quanto mais vastas, intensas e ricas as nossas experiéncias, mais amplo e
profundo torna-se o nosso conhecimento. Aristételes ja defendia que o conhecimento advém da
experiéncia, contrariando as teses platbnicas, que eram essencialmente inatistas.
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Nem todos os racionalistas desse periodo foram partidarios da filosofia
cartesiana, porém todos tomaram de alguma forma, ainda que criticamente,
a filosofia de Descartes como referéncia e até mesmo como ponto de
partida. E o caso de alguns dos pensadores mais representativos do
racionalismo do séc. XVII que examinaremos em seguida, como Spinoza e
Leibniz, e, em parte, Pascal. (MARCONDES, 2010, p. 210).

Leibniz, diferente de muitos de sua época, possuia formacao universitaria completa

na area da filosofia, onde teve grande influéncia escolastica e aristotélica, o que pode
evidenciar a sua pratica analitica e racionalista em obras de estudo do Calculo, uma clara
metodologia construtiva de conceitos como de suas diferenciais e integrais.

Leibniz estudou incessantemente as obras do filésofo Francisco Suarez, um dos
maiores escolasticos do século XVI e se mostrou bastante interessado nas novas
metodologias e conclusdes atingidas por fildsofos como Descartes, Boyle e até mesmo o
seu rival na paternidade do célculo, Isaac Newton. Mas mesmo com tais influéncias, Leibniz
e seus incobmodos, tomou uma direcao diferente, e se fez um precursor da légica e da
analitica moderna, bem como da filosofia da linguagem do século XX, o que acabou por
influenciar Abraham Robinson e seu método e conclusdes bem préximos do que Leibniz
iniciou.

Das tantas influéncias filosoficas que Leibniz recebeu, podemos destacar, em suas
proprias palavras, a influéncia que obtivera pela platonista, Anne Conway®®:

Os meus [sentimentos] em filosofia aproximam-se mais dos da falecida
Condessa Conway, e defendem uma posicdo mediadora entre Platdo e
Demécrito, porgue acredito que tudo ocorre mecanicamente como
Demécrito e Descartes afirmam, contra a opinido de Henry More e de seus
seguidores, e, no entanto, [também defendo] que tudo ocorre de acordo
vitalmente e segundo causas finais, estando tudo cheio de vida e de
percepcao, contrariamente a opinido dos atomistas.

Leibniz é considerado um dos mais renomados racionalistas modernos, mas é
importante frisarmos que Racionalismo é um termo muito geral, € ndo é uma questao de
unanimidade que Leibniz fora realmente, literalmente um racionalista. Sobre o racionalismo
Huenemann escreve

“Falando de uma forma muito ampla, € a visdo de que o arcaboug¢o mais
intimo do universo e o arcabou¢o mais intimo da mente humana sdo um s6
e 0 mesmo. A racdo — ratio em racionalismo — descreve tanto o que pode
existir quanto o que pode ser pensado.(HUENEMANN, 2012, p. 98).
E ainda:

“‘Os racionalistas sustentam que existem algumas afirmagdes cuja
justificativa (ou seja, cuja prova) ndo depende da experiéncia, mas se
apoiam em vez disso na razdo. Observe que isso ndo significa que alguém
venha a acreditar nestas afirmativas sem experiéncia alguma.
Presumivelmente, vocé tem que conhecer uma linguagem, e ter algum grau
de sofisticacdo intelectual, antes que possa entender o que estas
afirmacdes significam...Sei que elas (afirma¢fes) sdo verdadeiras porque
realizei muitos experimentos e nunca observei quais sdo as excecdes a

*® Professora adjunta da Faculdade de Educacdo e membro do PPGLM do Departamento de Filosofia
da Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ).
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elas, nds suspeitariamos que estas declaracBes estivessem ou brincando
conosco ou que nao teriamos entendido o que elas estavam dizendo.”
(HUENEMANN, 2012, p. 105).

Entdo se pode discutir a afirmacéo de que Leibniz era um ferrenho racionalista, visto
gque ele de algum modo se utilizou de experimentos mentais para interpretar certos
fendbmenos, mas ndo podemos negar que Isaac Newton certamente um “racionalista puro”
nao era, ja que sua obra é uma representante clara de uma Filosofia Experimental.

Muitas vezes temos uma tendéncia a acreditar que um racionalista tem a raz&o por si
s6 como a Unica forma de conhecimento confiavel, mas mesmo o racionalista pode confiar
em premissas maximas, como vemos em Huenemann (2012) “a justificativa de algumas
afirmacbes importantes independe de qualquer experiéncia particular’, entdo um sistema
axiomatico é sim passivel de construgdo de conhecimentos. Portanto, a mateméatica e sua
I6gica sao confiaveis a priori. Leibniz dessa forma mostrou ser um racionalista quando na
criacdo do seu Célculo, ja que se baseou em premissas seguras, como em Huenemann
(2012, p. 123)) vemos:

Descartes, Espinosa e Leibniz acreditavam que existem importantes
verdades a priori. Além disso, eles todos concordam em vérias afirmacdes
interessantes que sdo a priori — a afirmacdo de que Deus existe, a
afirmacdo que tudo tem uma causa, e em todas as alegacdes da
matematica.

Nos escritos de Leibniz, Discurso de Metafisica, na secado 29 — Todavia, pensamos
com as nossas proprias ideias e nao com as de Deus, ele escreve:

N&o sou, porém, da opinido de alguns habeis fil6sofos, que parecem
sustentar que as nossas proprias ideias estdo em Deus, e de modo nenhum
em nos. Isto, quanto a mim, deve-se a eles ndo terem ainda considerado
suficientemente o0 que acabamo de explicar aqui, acerca das substancias,
nem toda a extensdo e independéncia da nossa alma, que faz que encerre
tudo o que lhe acontece e que expresse Deus e, com ele, todos os entes
atuais e possivels, como um efeito exprime a sua causa. Além disso, é uma
coisa inconcebivel que eu pense com as ideias de outro. E necessario que a
alma seja realmente afetada de um certo modo quando pensa em algo, e
tem de haver nela de antemédo, ndo sé a poténcia passiva de ser afetada
assim, a qual esta ja totalmente determinada, mas ainda uma poténcia
ativa, em virtude da qual sempre houve, na sua natureza, sinais da futura
producéo desse pensamento e disposi¢des para o produzir no seu tempo. E
tudo isto envolve ja a ideia compreendida nesse pensamento. (LEIBNIZ,
1985, p. 69-70).

Leibniz era crente a Deus e cristdo, mas sempre trabalhou com a premissa que os
dogmas cristdos pudessem se conciliar com a sua metafisica, possibilitando uma
independéncia de sua metafisica no que se refere & compreenséo e perfeicdo desta. Leibniz
€ um racionalista e acredita em ideias a priori, vendo em Deus um depoésito dessas, mas
acredita que devemos utiliza-las na criagdo na nossa metafisica de mundo.

Leibniz e Newton se distanciam em alguns momentos em suas filosofias, e em suas

técnicas matemadticas, o que causou diferencas importantes em seus céalculos, mas em
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muitos momentos se valeram de metodologias muito proximas, ja que sem a intuicdo e a
imaginacgédo tais resultados altamente afastados de uma realidade racional jamais teriam
sido descobertos, ja que a ldgica traz o rigor, sobretudo o rigor matematico, mas a intuicéo
permite ir além do que um sistema “real” e além do alcance dos nossos sentidos como
vemos aqui:

Na verdade, “a légica e a intuicdo tém cada uma seu papel necessario.
Ambas sdo indispensaveis. A légica, a Unica que pode dar a certeza, é 0
instrumento da demonstracdo: a intuicdo € o instrumento da invengao”
(POINCARE, 1995, p.22-23).

Leibniz é considerado um dos criadores da légica moderna e isso se d4 muito em
funcdo do fato das suas obras embora permitindo a intuicdo e imaginacdo, em grande
intensidade se mostra baseada no intelecto, que é légico e confiavel. Segundo Moreira
(2003) Leibniz aceita a intuicdo como parte do método de construcdo cientifica, mas de
forma materializada, e sobretudo descrita de forma simbdlica, o que o faz um grade
desenvolvedor da l6gica matematica:

€ através dos sentidos que podemos amparar o entendimento puro com
instrumentos aptos a assegurar a certeza quando a intuicdo se
esgota. A maneira como isso pode ser alcancado, estima, reside em
tornar sensiveis 0S nOsSsos pensamentos, recorrendo a tracos
materializados que os simbolizem. (MOREIRA, 2003, p. 72).

Em Novos Ensaios®’, livro Il, capitulo V, Leibniz defende:

As ideias que se diz virem de mais de um sentido, como a do espaco,
figura; movimento, repouso, sdo antes do sentido comum, isto €, do préprio
espirito, pois sao ideias do entendimento puro, que porém tém relacdo com
0 exterior, e que os sentidos fazem perceber; elas sdo também capazes de
defini¢bes e demonstracdes. (LEIBNIZ, 1989a, p.72)

Em seu escrito Systeme nouveau de la nature et de la communication des
substances, aussi bien que de l'union qu'il y a entre I'ame et le corps, vol. IV, p. 477-487
(novo sistema da natureza e da comunicagdo das substancias, bem como da unido que héa
entre a alma e o corpo) com traducdo de Nuno Ferro (2016), Leibniz nos da uma satisfatoria
ideia do porqué da grandiosidade de sua contribuicdo como um dos criadores do calculo, e
do rigor matematico que apresentara

Ainda que eu seja um daqueles que trabalharam muito em Matematica, ndo
deixei de meditar sobre a filosofia desde a minha juventude, pois sempre
me pareceu que nela havia forma de estabelecer algo de sélido mediante
claras demonstracdes. Tinha entrado bem profundamente no pais dos
escolasticos, quando os Matematicos e os Autores modernos me fizeram de
la sair ainda bem novo.

Leibniz demonstra mais uma vez que nao é avesso aos experimentos mentais e que

pode ser considerado um filésofo natural, quando escreve na mesma obra:

*” Os Novos Ensaios sobre o Entendimento Humano s&o uma refutacéo capitulo-a-capitulo, segéo-a-
secao por Leibniz em relagdo a obra Um Ensaio sobre o Entendimento Humano de Locke.
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S6 os Atomos de substancia, quer dizer, as unidades reais e absolutamente
destituidas de partes, sdo as fontes das a¢des e 0s primeiros principios
absolutos da composi¢cdo das coisas e como que os elementos Ultimos da
andlise das coisas substanciais. Poder-se-ia chamar-lhes pontos
metafisicos; eles possuem qualquer coisa de vital e uma espécie de
percepcdo, e 0s pontos mateméticos sdo 0s seus pontos de vista para
exprimir o universo.

Leibniz em Monadologia, usa o termo Atomo da natureza, mas em suas palavras, €
no sentido metafisico, mesmo que provavelmente uma ideia advinda da interpretacdo do
mundo fisico, um elemento indivisivel, porém n&o material. Leibniz e a sua légica universal,
tende a estudar os objetos como um espaco relacional, e uma metafisica da substancia, e
para ele tudo representa uma entidade l6gica, um nimero, como mostra Kant, em uma
critica a Leibniz, mas que entendemos ser um ponto positivo no calculo e sua ciéncia natural
em relacdo a de Newton:

Eis porque Leibniz, para quem todas as substancias e mesmo os elementos
da matéria representavam numeros, depois de lhes retirar pelo pensamento
tudo o que possa significar uma relagdo exterior e, portanto, também a
composicao, fez delas sujeitos simples, com capacidade de representacao,
numa palavra, ménadas. (KANT, 2001, B 322)

Da discussao sobre quem foi o primeiro a pensar o célculo, e as diferencas
epistemoldgicas e filosoficas entre Newton e Leibniz, 0 mundo so6 teve a ganhar, pois esses
dois génios travaram uma batalha linda e as suas concepcdes distintas em diversas areas
do conhecimento nos trouxe contribui¢cdes inacreditadveis em um periodo tdo curto de tempo.

Leibniz contraria a Newton e afirma que o espago e o tempo séo relativos, o que fora
provado por Einstein no século XX, e a descoberta das particulas subatémicas, que permitiu
enunciar a mecanica quantica, séculos depois, eram inimaginaveis na época, mas Leibniz
foi capaz, em algum grau, antecipar com a sua concepc¢do metafisica de estrutura atomista
baseada em sua concepcao de Ménada.

Moénadas, representam um conceito crucial para a sua filosofia, visto que o0 mesmo
se utiliza da ideia de substancia simples que forma compostos, sendo ela indivisivel,
indissoluvel, e foi base para o seu calculo infinitesimal, por se entender como as coisas
primeiras de todas as coisas, como nas palavras de Leibiniz, (2016, p. 39).

A Ménada de que vamos falar aqui ndo é outra coisa sendo uma substancia
simples, que entra nos compostos; simples, quer dizer, sem partes.” e
acrescenta “E é preciso que haja substancias simples, visto que ha
compostos. Efetivamente, o composto ndo € outra coisa sendo uma
amalgama (amas) ou aggregatum dos simples.” (LEIBNIZ, 2016, p.39)

Na mesma obra Leibniz refor¢ca a sua crenca em uma substancia simples formadoras
na Natureza, mdnadas sao os atomos no sentido metafisico do autor: “Ora, onde ndo ha

partes, ndo ha extensédo, nem figura nem divisibilidade possivel. E estas Ménadas sdo os
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verdadeiros Atomos da Natureza e, numa palavra, os Elementos das coisas.” (LEIBNIZ,
2016, p. 39).

O universo para Leibniz é, portanto, um continuo completo, denso, sem buracos, e
de fato divisivel ao infinito, ja que cada menor de suas partes, os mbnadas, € um ponto
metafisico infinitesimal, tem-se um infinito continuum de infinitesimais.

Isto deve [sobre a ideia de nimero] entender-se com referéncia ao nimero
inteiro. Pois do contrario o nimero na sua latitude, compreendendo o
namero rompido, o surdo®®, o transcendente e tudo aquilo que se pode
tomar entre dois nameros inteiros, € proporcional a linha, e ali existe tao
pouco minimum como no continuo. Esta definicdo, que o nimero é uma
multiddo de unidades, s6 tem lugar nos inteiros. A distingdo precisa das
idéias na extensdo ndo consiste na grandeza: pois para reconhecer
distintamente a grandeza, cumpre recorrer aos numeros inteiros, ou aos
Vejamos, pois, mais detalhadamente, o que significa P2: seja um corpo A,
composto, como exige a metafisica leibniziana, por um ndmero finito de
elementos simples e indivisiveis [ménadas]. Como o que esta em questao é
a relacdo entre a divisibilidade do corpo e a divisibilidade do espaco,
concebamos, separadamente de A, o espagco ocupado por A, o qual
chamaremos de eA. O que P2 exige é que, ao ser divido o corpo A, divide-
se também, em igual medida, eA. Se A for decomposto em dois outros
corpos B e C, estes, obviamente, serdo partes de A, de modo que teremos
entre A e B e entre A e C uma relacéo de todo e parte. Temos assim: C + B
= A. Segundo o que exige P2, tal divisdo implicara que a divisdo de A trara
consigo a divisdo de eA em duas partes, eB e eC. Igualmente, entre eB e
eA e entre eC e eA existird uma relacdo de todo e parte, de tal forma que
eB + eC = eA outros conhecidos através dos inteiros; assim, da quantidade
continua é preciso recorrer a quantidade discreta, para ter um conhecimento
distinto da grandeza. (LEIBNIZ, 1989, p.103).

Lacio Lourenco Prado (2018) retrata a discordancia de Kant com os indivisiveis e o
isomorfismo do espaco fisico e geométrico de Leibniz:

Em outras palavras, como foi afirmado no inicio deste trabalho, a
Monadologia Fisica tem por objetivo provar basicamente duas coisas: a)
gue 0s corpos sao compostos por elementos simples e indivisiveis, e b) que
0s espacos fisico e geométrico sao idénticos. (PRADO, 2018, p. 75).

Kant traz um argumento matematico heuristico como embasamento, contudo Prado
alerta para um erro em sua composicdo, 0 que evidencia mais uma vez, a dificuldade
filoséfica de definir tais conceitos no que se refere as ciéncia naturais, o que ilustra o
extraordinario trabalho dos fildsofos que o tentaram:

Entretanto, ao oferecer uma das provas envolvidas na arquitetura légica de
seu escrito, ele supde uma tese que, no fim das contas, € uma das teses a
ser provada. Provar a infinita divisibilidade do espaco fisico significa, em
Ultima instancia, dentro do universo da Monadologia Fisica, provar sua
identidade com o espaco geométrico. Porém, ao efetua-lo, Kant supde tal
identidade. Estamos, pois, diante de uma argumentacao circular: se é valido
recorrer a oscilacao entre os espagos geomeétrico e fisico na demonstracao
da infinita divisibilidade do segundo, tal como Kant o fizera, significa que
existe identidade entre os dois espagos; porém, se existe tal identidade,
resulta provado que o espaco fisico é de fato divisivel ao infinito, pois o

>® Nimero rompido: nimero fracionario. Nimero surdo: nmero irracional.
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espaco geomeétrico indubitavelmente o €, o0 que torna a demonstracéo
kantiana da proposicao inutil. (PRADO, 2018, p. 75-76).

No ambito da filosofia, Leibniz € provavelmente mais conhecido pela sua concepcao
dos mbnadas ou unidades de substéncia como eternas e constitutivas do que é real em
corpos e seus movimentos. Ménadas em algum nivel assemelham-se aos atomos, porém,
que caracteriza individualmente um mundo a parte em sua propria perspicécia, portanto uma
espécie de atomo, mas nado absoluto e sim relativo, 0 que o contrasta a Newton, e como
chancelado por Einstein no século XX, Leibniz € veemente contra a ideia de espaco e tempo
absolutos®® de Newton e outros, em sua visdo de espaco e tempo relativos.

Neste capitulo temos como objetivo principal fazer com que o leitor possa fazer um
comparativo, observando semelhancas e discordancias nas teorias filosoficas, metafisicas,
epistemoldgicas, psicologicas e até mesmo matematicas, entre os escritos de Newton e
Leibniz, e nos permitimos, com o olhar cientifico moderno, apontar consisténcias e
inconsisténcias, “erros” e acertos de ambos.

Para Newton, em Principios Matematicos da Filosofia Natural:

I. O tempo absoluto, verdadeiro e matematico flui sempre igual por si
mesmo e por sua hatureza, sem relacdo com qualquer coisa externa,
chamando-se com outro nome "duracdo"; o tempo relativo, aparente e
vulgar é certa medida sensivel e externa de duracdo por meio do
movimento (seja exata, seja desigual), a qual vulgarmente se usa em vez do
tempo verdadeiro, como séo a hora, o dia, 0 més, 0 ano.

II. O espago absoluto, por sua natureza, sem nenhuma relacdo com algo
externo, permanece sempre semelhante e imovel; o relativo é certa medida
ou dimensédo movel desse espago, a qual nossos sentidos definem por sua
situacdo relativamente aos corpos, e que a plebe emprega em vez do
espaco imovel, como é a dimensdo do espago subterraneo, aéreo ou
celeste definida por sua situacao relativamente a terra.

Na figura e na grandeza, o tempo absoluto e o relativo sdo a mesma coisa,
mas ndo permanecem sempre numericamente o mesmo. Assim, p.ex., se a
terra se move, um espago do NOSSO ar que permanece sempre 0 Mesmo
relativamente, e com respeito a terra, ora serd uma parte do espaco
absoluto no qual passa o ar, ora outra parte, e nesse sentido mudar-se-a
sempre absolutamente.(NEWTON, 1952, p 195-196).

Na mesma obra Newton ainda reforca “Todos os movimentos podem acelerar-se e
retardar-se, mas o fluxo do tempo absoluto ndo se pode mudar. A duracdo ou perseveranca
da existéncia das coisas é a mesma, quer 0s movimentos sejam rapidos, quer lentos, ou até

nulos;”

59 Originalmente introduzidos por Sir Isaac Newton, 0s conceitos de tempo e espaco absolutos
forneceram uma base tedrica que facilitou a mecénica newtoniana. De acordo com Newton, tempo e
espaco absolutos, respectivamente, sdo aspectos independentes da realidade objetiva.
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Leibniz, por outro lado, acredita na relatividade do espagcédo e do tempo, que de

acordo com os avangos cientificos dos dois ultimos séculos, parecem configurar a

verdadeira interpretacdo de Mundo:

E reitera:

7

O lugar é, ou particular — que se considera em relacdo a certos
corpos — ou universal, que se refere a tudo, e em relacdo ao qual todas as
mudancgas com relacdo a qualquer corpo sdo tidas em consideracéo.
Mesmo que nao houvesse nada de fixo no universo, o lugar de cada coisa
ndo deixaria de ser determinado pelo raciocinio, se houvesse meio de
registrar todas as mudancas, ou se a meméria de uma criatura fosse
suficiente para isso, como se diz que os arabes jogam xeque de memoaria e
a cavalo. Contudo, o que ndo conseguimos compreender, ndo deixa de ser
determinado na realidade das coisas. (LEIBNIZ, 1989, p.94)

E como acabo de dizer que o tempo e o espaco assinalam possibilidades
além da suposicdo das existéncias. O tempo e 0 espac¢o sdo do tipo das
verdades eternas que dizem respeito de maneira igual ao possivel e ao
existente. (LEIBNIZ, 1989, p.100)

Aos quinze anos entra para a universidade onde conclui o Bacharelato em Direito ao

fim de dois anos e o Doutoramento quando tinha vinte anos de idade. A sua Dissertacdo de

arte combinatoria de 1666, onde avanca na ideia de tentar reduzir o pensamento a

combinacbes de caracteres basicos de uma nova linguagem universal, tarefa que se

dedicara até a sua morte, uma Characteristica Universalis, que reduziria a argumentacao a

um exercicio algébrico, que para muitos foi uma tarefa parcialmente concluida nas méaos de

George Boole®, com o surgimento da Légica Simboélica ou Algebra Booleana.

A légica simbdlica moderna, de Leibniz em diante, derivou o motivo para
progresso. Desde a publicacdo das Leis do Pensamento de Boole (1854), o
assunto foi perseguido com certo vigor e alcangou um desenvolvimento
técnico muito consideravel. (RUSSELL, 1997, p 10) (Tradu¢&o nossa).

E confirma Olga Pombo (1997):

“o objetivo principal de Leibniz, a unidade possivel dos seus trabalhos nesta
matéria, seria entdo: investigar a origem motivada das linguas naturais;
examinar 0S mecanismos responsaveis pela naturalidade do seu
vocabulario (especialmente no caso do Alem&o), a estrutura profunda que
subjaz as particularidades gramaticais das vérias linguas (investigacdes
sobre a Gramética Racional) e aplicar essas descobertas a construcdo de
uma nova lingua filos6fica dotada de uma similar, ou ainda maior,
capacidade de revelagdo. Por essa razao, Leibniz exigira da lingua filoséfica
a construir que seja, também ela, natural, isto é, representativa do Mundo
gue nela se descobre e que ela visa dizer.” (POMBO, 1997, p. 24).

J& na dissertacdo de 1666, Leibniz mostrava a sua destreza com a ldgica, que se

tornaria o alicerce da l6gica moderna concretizada no século XX, enunciando as premissas:

% George Boole matematico, fildsofo britanico, criador da albebra booleana, fundamental para o
desenvolvimento da computagdo moderna.
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1. Existem duas proposi¢des priméarias. O primeiro é o principio de todos os teoremas ou
proposi¢cdes necessarias: 0 que € (entdo) ou € ou ndo é (entdo), ou vice-versa. O outro é a
base de todas as observacdes ou proposi¢cdes contingentes algo existe.

2. Demonstracdes perfeitas sdo possiveis em todas as disciplinas.

3. Se considerarmos as disciplinas em si mesmas, elas sdo todas tedricas; mas suas
aplicacdes, sdo todas praticas. Aqueles, porém, de forma que a aplicacdo segue mais
imediatamente, séo justamente chamados de praticos por exceléncia.

4. Embora todo método possa ser empregado em todas as disciplinas, a medida que
seguimos os tracos de nossa prépria investigacdo ou da natureza produtora em noSso
tratamento, ainda acontece nas disciplinas praticas que a ordem da natureza e a do
conhecimento coincide, porque aqui a propria natureza da coisa se origina em NnOSSo
pensamento e dedugéo. Pois o fim em vista tanto nos leva a produzir os meios quanto nos
leva a conhecé-los, o que ndo € verdade nos assuntos que podemos meramente saber, mas
nao podemos também produzir. Além disso, embora todos os métodos sejam permitidos,
nem todos séo convenientes.

5. O fim da l6gica ndo é o silogismo, mas a simples contemplacdo. A proposi¢céo é, de fato,
0 meio para esse fim, e o silogismo é o meio para a proposicao.

(traducdo nossa)

Uma das maiores virtudes de Leibniz e o seu calculo, se deu na interpretacao
simbdlica dos fenbmenos da natureza, e a ideia dos Ménadas, e a utilizacdo dos seus
infinitesimais, pode ser respondida como uma ag¢éo do filésofo natural no intuito de garantir
condigbes de uma garantia na confiabilidade do conhecimento adquirido, e na crenga de se
forem eleitos os elementos de um conjunto de simbolos, alcancariamos sucesso ha
empreitada que se pode.

Uma simbologia nos moldes em que Leibniz parece pretendé-la deve
contemplar duas exigéncias: primeiro que todas as operacbes dos
nossos raciocinios, todas as operacdes logicas formais, sejam
representaveis adequadamente por caracteres; segundo, que ela
viabilize que todas e apenas as ideias envolvidas em uma
determinada ideia sejam de algum modo abarcadas no carater simbolizando
a referida ideia.(MOREIRA, 2003, p. 75)

Leibniz, embora tenha apresentado uma logica matematico-filoséfica, mais
sustentavel que a de Newton, também encontrou problemas para esclarecer a ideia de seus
numeros infinitesimais, e se mostrou, assim como Newton, preocupado em ambito técnico
em obter os resultados numéricos que deram base ao seu estudo quando ele refere-se aos
nameros infinitamente grandes ou infinitamente pequenos sem maior embasamento
analitico, mas que o fato de considera-los mostra o valor légico de Leibniz, visto que

Weierstrass em certa medida deu um nome a eles, os épsilons e deltas, e a teoria

consistente para esses nimero s6 fora obtida a partir de Robinson, mas que sé fora capaz
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pela introducéo feita por Leibniz, e agora conhecedor de uma légica ndo existente a época
de Leibniz, chamada de l6gica moderna, portanto tem-se certamente aqui, uma continuidade
historica.

A ideia de um numero ficticio j& era conhecida por Leibniz que ja tivera contato com
0s chamados numeros imaginarios (raizes quadradas de nimeros negativos), e as grandes
contribuicbes de tais nimeros para a algebra na época:

Cardano também considerou numeros negativos, chamando-lhes
«ficticios>>, mas foi incapaz de fazer avangar o chamado «caso irredutivel»
da equacéo cubica, no qual ha trés raizes reais que aparecem como somas
ou diferencas daquilo que agora chamamos «nimeros complexos». (STUIK,
1992, p. 147)

Agora que discutimos sobre a filosofia aparentemente presente nos trabalhos de
Newton, Leibniz e outros matematicos, devemos nos perguntar entdo sobre o que &, existe,
como se caracteriza a Filosofia Matematica ou a Filosofia da Matematica. Nao podem dois
memoraveis cientistas discordarem sobre a matematica se ela sempre foi vista como
totalmente confiavel e ndo s6 em erros, mas em discrepancias quaisquer ndo deveriam
recorrer.

A Filosofia da Matematica tem sido até agora tdo controversa, obscura e
ndo progressiva como o0s outros ramos da filosofia. Apesar disso foi
geralmente aceito que a matematica é, em certo sentido, verdadeira, os
fildsofos disputando sobre o que as proposi¢cdes matematicas realmente
significavam: embora algo fosse verdade, duas pessoas ndo concordavam
sobre o0 que era verdade, e se algo era conhecido, ninguém sabia o que era
conhecido. Entdo por muito tempo, no entanto, como isso era duvidoso,
dificilmente se poderia dizer que algum certo e exato conhecimento deveria
ser obtido em matemética. (RUSSELL, 1997, p.4) (Tradug¢&o nossa).
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4 EVOLUGCAO DOS CONCEITOS MATEMATICOS DO CALCULO INFINITESIMAL

A Matematica é chamada por muitos de “a mae das ciéncias exatas”, e isso se da em
func&o da crenca que esta ciéncia é totalmente rigorosa, e esse rigor impede totalmente que
“erros” possam ser cometidos por um ser humano, visto que o sistema loégico utilizado pela
matematica € totalmente amarrado em um sistema logico dedutivo que gera verdades
absolutas, ja que a técnica € perfeita e as premissas utilizadas sao incontestaveis, afirmacao
esta que desde a Grécia Antiga e seus gedbmetras prezavam.

O leitor provavelmente ficara surpreso ao ser levado a varias reflexdes filoséficas e
epistemoldgicas em um capitulo do estudo em que a palavra matemética aparece com ator
principal, contudo precisamos lembrar que boa parte da histéria da construgdo do calculo
infinitesimal se deu em funcéo dessas questdes, visto que de uma forma bem satisfatoria,
por varios séculos os resultados obtidos pelas técnicas aplicadas foram coerentes, mas a
forma do filésofo e sua procura pela verdade que nos levaram a conhecimentos nunca vistos
na humanidade, e a matematica € sem duvidas protagonista nessa questdo, mas ndo uma
ciéncia solitaria ou independente.

Esse trabalho néo pretende ser um manual de histéria ou de filosofia do Calculo,
como podemos encontrar varios nas bibliotecas pelo mundo, mas um estudo que pretende
levar o leitor a localizar-se em uma linha de evolutiva do pensamento cientifico e ndo em
necessariamente uma linha do tempo das descobertas ao longo da histéria do Calculo. Ja
vimos até aqui e veremos mais profundamente nos capitulos subsequentes que a no¢ao de
célculo diferencial e seus infinitésimos, ao mesmo tempo que remetem aos antigos,
remetem nas suas diferentes filosofias, ao tempo moderno.

A evolucgdo dita no titulo deste capitulo refere a questéo histérica, em menor escala,
fala sobre a evolugdo metodoldgica, filosofica e epistémica, portanto os pensadores e seus
métodos sdo postos aqui apenas com o objetivo de conhecermos o que foi feito por que
método. Obviamente que as datacdes sdo importantes para que nos coloquemos a par das
ideias, da logica, e dos métodos conhecidos pelos cientistas de cada época e as influéncias
gue podem ter recebido, e incontestavelmente a mateméatica que conheciam em seus
tempos.

Por muito tempo os métodos aplicados nas diferentes ciéncias eram heuristicos,
onde cada ciéncia era dotada de sua propria metodologia, mas a partir dos escritos de
Descartes comegcamos a pensar em uma unificacdo de método para diferentes ciéncias,
afinal o que é comum a estas € o homem, que ndo € um ser compartimentado, antes a
matematica ocupava um nivel inferior no realismo, mas com Descartes passa a ocupar a

posicdo de Matematica Universal, um pensamento racional e légico presenteia 0 homem
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com uma técnica generalizada, confiavel e rigorosa, acima de outras de outras ciéncias, de
se construir conhecimento.

Com Descartes vemos na maravilhosa obra La géométrie, vemos o poder da
generalizacdo materializado na algebrizacdo da geometria, e uma linguagem simbdlica
utilizada por forma simplificada, que possibilitou até a criacdo do chamado célculo
infinitesimal e suas semelhancas metodolégicas com sua bela obra de 1637, que para
muitos € o embrido da matematica moderna, de onde temos um tratamento formal dado a
Geometria na mesma medida que ja se tinha na Aritmética, e permitiu aos criadores do
célculo que se fizesse 0 mesmo em relacdo aos infinitos e infinitésimos, e a geometria que
modelam

Como toda a Aritmética consiste apenas em quatro ou cinco operacdes, a
saber, adigcdo, subtragcdo, multiplicacéo, divisdo e a extragdo das raizes, que
pode ser considerada um tipo da divisdo, assim também ndo héa outra coisa
a fazer em Geometria, com respeito as linhas que se desejam conhecer,
sendo a elas adicionar ou subtrair outras para prepara-las para serem
conhecidas ou, ainda, tomando uma, que chamarei de unidade a fim de
relaciona-la o melhor possivel com os nimeros,|[...] (DESCARTES, 1947, p.
222).

Contudo, analisando a histéria da matemética, podemos afirmar que esse rigor se da
muitas vezes no pos-criagdo de um conceito matematico, visto que o teor interdisciplinar
dessa ciéncia, em geral parte-se de um problema do cotidiano, que nos leva a premissas ad
hoc, que nos levam a ideias ou intuicdes, que geram resultados favoraveis as aplicacdes
esperadas, e em geral, se os resultados obtidos mostram-se solucionadores dos problemas
apresentados, com finais aparentemente corretos com métodos funcionais, sdo assim tidos
como perfeitos.

Ndo se pode negar que mudangas filos6ficas de pensamento, bem como o
desprendimento de métodos matematicos podem gerar especulagbes, que em alguns
casos, mostram-se verdadeiras, ou acabam por incentivar a criagdo de conhecimentos
futuros formais, como vimos diversas vezes na historia das ciéncias, “Provavelmente, as
primeiras contribuicbes significativas para o Calculo foram feitas no século XVI pelo
engenheiro Simon Stevin (1548-1620), da Bélgica. Por ter menos preocupacdes
filoséficas e ndo dar tanta importancia ao rigor matematico, Stevin utilizou um viés mais
pratico nas aplicagdes das ideias de Arquimedes.” (BUENO, 2021, p. 07, grifo nosso).

A matematica sempre passou por um dilema existencial, aplicabilidade versus
formalidade, e em épocas diferentes uma ou outra tem uma posi¢cdo de destaque em
relacdo a outra. Eves (2011) “A matematica primitiva necessitava de um embasamento
préatico para se desenvolver, e esse embasamento veio a surgir com a evolucao para formas
mais avancadas de sociedade.” E certo momento da historia comecga-se a discutir outro

ponto, que seria se a matematica esta filosoficamente correta.
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O homem sempre procurou solugdes para os problemas do cotidiano apresentados

em cada época e lugar

O rio Nilo também era fonte de inspiracdo para o desenvolvimento de
tecnologias para aproveitar da melhor maneira possivel sua presenca ali.
Como vimos, Herddoto atribuiu a difusdo da Geometria as medi¢cbes de
terra as margens do rio apdés cada periodo de cheia. As terras mais
préximas as margens eram as mais disputadas, pois eram mais férteis.
(EICHENBERGER, 20186, p. 93)

Os papiros de Moscou e Rhind, um escrito egipcio que data de cerca de 1 650 a.C,
ja mostram a solucéo, ainda que aproximada, do calculo da &rea de circulo, de volume de
silos de grdos cilindricos, dentre outros incriveis resultados para problemas aplicados na
época, cuja falta de exatiddo dos resultados numéricos, bem como a falta de rigor
matematico s6 foram discutidos com a evolucdo das técnicas aplicadas, por meio de uma

necessidade do ser humano por tentar alcancar a “perfeicéo” cientifica e um papiro de mais
de 3600 anos de idade, e sua aproximacéo do valor de w = 256/81 , € 0 problema da area

sob a curva do grafico de uma funcdo que se apresenta em certa medida no Papiro de
Rhind, pode ser uma evidéncia de que o calculo infinitesimal é mais antigo do que
possamos imaginar.

O rigor técnico, apresentado ja nesta época, como podemos ver no método
axiomatico em Os Elementos de Euclides de Alexandria (séc lll a.C.), rende a matematica
esse posto de ciéncia perfeita e rigorosa, que permite a outras ciéncias utilizarem-se de
seus resultados, com plena certeza de que se forem introduzidas as variaveis corretamente,
os resultados alcangados séo totalmente confiaveis.

Mas aqui trazemos um questionamento, se as premissas de alguma forma veem da
necessidade de resolucdo de um problema apresentado, como podemos garantir que de
alguma forma essas premissas ndo sédo passionais? Como vemos nas praticas matematicas
na geometria dos povos mesopotamios e egipcios, onde se objetivava resultados. Ou
mesmo nos axiomas ou postulados que sustentam essas premissas e todos os resultas
deduzidos a partir deles ndo podem estar contaminados com o nosso afd de alcancar
respostas? Sistema a principio dito rigoroso dos gregos com 0 seu sistema axiomatico.

Esse questionamento nos leva a pensar em algo maior: O que € a matematica, o que
¢é a Filosofia Matematica? Muito da matematica que temos hoje surgiu de uma forma quase
gue natural, onde o ser humano que evoluia social-econdmica-tecnologicamente, se viu na
necessidade de resolver problemas que Ihe foram apresentados na tentativa de resolver
situacbes postas por essas acdes da humanidade cada vez mais distantes de seus
ancestrais.

Agora o chamado homo sapiens sapiens (homem que sabe o0 que sabe), e 0 seu

cérebro bem desenvolvido e de maior tamanho, o permite uma condicdo de pensamento e
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raciocinio logico e o fizeram se utilizar de ferramentas, tanto materiais quanto mentais
mudando a sua forma de vida e a sua relagdo com 0s pares e com a natureza.

Em algum ponto da histéria humana esse ser humano se vé construindo uma
matematica que resolve os dilemas dessa nova vida repleta de novidades e curiosidades,
gue o faz contemplar os fendmenos e assim se inicia o desenvolvimento da matematica, ja
gue agora somos seres com condi¢des fisicas e mentais, que nao sé contamos ou fazemos
calculos bésicos, mas construimos ferramentas cientificas com certo grau de complexidade.
A matemaética tem dois inicios e dois sentidos, o construtivo:

O mais comum é construtivo, no sentido da complexidade gradualmente
crescente: dos inteiros para os fraccionarios, os nimeros reais, 0s himeros
complexos; da adicdo e multiplicacdo para a diferenciacdo e integragéo e
dai para a matematica superior. (RUSSELL, 2006, p.13).

s

E o sentido da abstracdo, que é caracterizado por um espirito mais avancado
cientificamente, jA que nos obriga a induzir e deduzir sobre pressupostos mais gerais, que
se caracteriza fortemente na geometria e na analise, sobretudo no que se refere ao
entendimento da Natureza.

O outro sentido, menos familiar, avanca, pela analise, para a abstracdo e a
simplicidade l6gica sempre maiores; em vez de indagar o que pode ser
definido e deduzido daquilo que se admite no comecgo, indaga-se que mais
ideias e principios gerais podem ser encontrados, em funcdo dos quais o
gue fora o ponto de partida possa ser definido ou deduzido. (RUSSELL,
2006, p.13).

Nesse segundo sentido que nos colocamos na carestia de uma metodologia acima
das puras técnicas pautadas em premissas postas naturalmente na atividade matematica, e
assim inaugura-se a Filosofia Matematica, onde agora mais do que um ser de boa memodria,
de técnicas assertivas, temos um ser que pensa sobre novas formas epistemoldgicas e
metodoldgicas de fazer matematica, e assim temos duas matematicas, esta matematica e
uma outra matematica trivial.

Ja nessa época podemos ver indicios de que o Célculo, em certa medida, ja havia
sido descoberto, porém nao formalizado na medida da época, e era utilizado em larga
escala, como quando no Papiro Egipcio de Moscou (1850 a.C.) onde um egipcio trabalhou o
volume de um frustum piramidal(uma fatia de piramide), na astronomia dos babil6nios 1700
a.C. aplicavam métodos geométricos sofisticados que previam as posi¢cdes dos corpos
celestes, Eudoxo (408-355 a.C.) que usou o chamado método da exaustdo para calcular
areas e volumes, Arquimedes (287-212 a.C.) e sua propriedade arquimediana, inventando
a heuristica e foi capaz de calcular o comprimento da circunferéncia, e a determinacédo de
um valor para 1T e tantos outros pensadores, por Arquimedes, e ao longo de séculos.

Além dos problemas de determinacao de areas e volumes, o problema da velocidade

instantanea foi uma das procuras por uma formalizagdo légica, e a taxa de variacdo
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instantanea, por meio de uma metodologia filosofica se faz, e isso teve como principal
incentivador, o conceito conhecido hoje como Inércia que Newton descreveu mais tarde,
advindo de Jean Buridan que chamou de impetus, como vemos em Bueno, 2021:

Essas ideias predominaram até o século XIV, quando um avanco teorico
importante foi feito, contribuindo para uma evolu¢do no sentido da
construcdo do conceito de derivada. O inicio desse avango ocorreu nos
primérdios daquele século, com a introducdo, atribuida ao filésofo francés
Jean Buridan (1300-1358), da ideia de impetus - no¢do de que um corpo,
uma vez em movimento, tem a tendéncia de continuar seu movimento, sem
a acao de forgas externas. (BUENO, 2021, p. 03)

E entdo chegamos ao século XVII, com a criacdo do Calculo, como conhecemos hoje
em seus fundamentos, por Newton e Leibniz, que embora conseguem descrever uma teoria
com aplicacdes incriveis, sobretudo sobre a descricdo de eventos da natureza, movimento
dos astros, previsfes sobre tais movimentos, que puderam ser confirmados fisicamente, e a
descricdo elementos até entdo inalcancaveis como a lei da gravitacdo universal e toda a
mecanica.

Quando dizemos o calculo foi criado nesse, estamos cometendo uma injustica
pensada, pois datamos assim pelo grau de formalismo conseguido pelos seus criadores,
mas algumas técnicas aplicadas por eles, alguns resultados obtidos, ja tinham sido feitos ou
ao menos pensados, como é o caso de Oresme, dito por Eves (2011) “O maior matematico
do periodo (século XIV) foi Nicole Oresme, nascido na Normandia por volta de 1323 [...]
Num manuscrito ndo publicado ele obteve a soma da série

1 2 3 4 5

2 T8 e TR

0 que faz dele um dos precursores da analise infinitesimal.” Que salientamos a importancia
de tal feito, pelo simples fato de que ele intuiu que uma sequéncia infinita teria um resultado
numeérico.

Com tantos indicios de que realmente a teoria funcionava, os cientistas da época ndo
puderam negar alguma fundamentacéo verossimil, contudo sem o rigor que 0s matematicos
acostumaram-se a ver, sobretudo em uma teoria téo dificil e que trouxe afirmacdes dificeis
de serem confirmadas experimentalmente, quanto quando Newton, ao observar os planetas,
suas trajetorias, entende que h& uma atracdo entre estes que denomina gravidade, mas
mais ainda, ele assim induz que esse poder ndo pode ser apenas de planetas e escreve a
proposicao:

Proposicdo VII. Teorema VII
Que ha um poder da gravidade pertencente a todos os corpos, proporcional
as varias quantidades de matéria que eles contém. (Newton, PRINCIPIA, p.
203)

Umas das maiores virtudes de Newton, o seu método, que deu origem ao célculo, e

0 determinismo matematico que inaugura, € justamente em induzir teoremas a partir de
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observacdes, ainda que segundo ele ndo faca hipoteses, contudo é exatamente ai que
criticas sé@o direcionadas a ele, visto que parece tanto em Newton quanto em Leibniz,
observar-se certa auséncia de rigor, que precisamos esperar cerca de dois séculos para
criar uma teoria mais rigorosa sobre tais descobertas.

Toda nova ciéncia é em primeira instancia duvidada, ou ndo compreendia, e 0
célculo assim como nos varios séculos em que a humanidade esbarrou com os seus
conceitos, como em Arquimedes, ndo foi diferente. Mesmo para os matematicos houve
resisténcia, sobretudo no que se refere & metodologia, exacerbada por contrariar formas
mais conservadoras como a propriedade arquimediana:

Apesar desta riqueza de resultados, muitos dos quais foram encontrados
depois de Leibniz ter publicado o seu célculo, Huygens pertence claramente
ao periodo de antecipacdo. Ele confessou a Leibniz que nunca tinha
conseguido familiarizar-se com o seu método. Do mesmo modo, Wallis
nunca se sentiu a vontade com a notacdo de Newton. Huygens foi um dos
grandes matematicos do século XVII que tomaram seriamente em conta o
rigor; os seus métodos estavam sempre na linha da tradicdo arquimediana.
(STRUIK, 1992 ,p 171-172)

Walllis foi capaz de dar um tratamento mais aritmético a Geometria, 0 que explica
esse afastamento do método de Newton, j& que que ele utilizava a sua ideia de limite,
ignorando a existéncia de infinitos e infinitésimos, diferente do que fazia Wallis, como vemos
por Bueno (2021):

Fazendo uso de ideias de Descartes e Cavalieri, Wallis transcendeu ambos
ao utilizar as séries infinitas como parte de seus estudos e analises. Ao
aritmetizar Geometria Indivisibilibus e abandonar o cenario geométrico,
associando valores numéricos aos infinitos indivisiveis das figuras e usando
pela primeira vez o simbolo «, o inglés chegou, de forma menos laboriosa
gue Cavalieri, a resultados (para todos os valores inteiros de m) como:

1
m 1
jx dx=——— (BUENO, 2021, p. 16).
0 m+1

Até o século XVII a Matematica se via em uma pratica aristotélica, onde a deducao
silogistica® era usada e ndo as deducbes légico-matematicas®?, o que colocava a
Matematica em uma posicdo inferior na construcdo cientifica, o inverso do que um
pensamento platonico preza. Segundo Aranha (1993) “E verdade que a deducdo € um
modelo de rigor. Mas também é estéril, na medida em que n&o nos ensina nada de novo, e
apenas organiza 0 conhecimento ja adquirido. Portanto, ela ndo inova, o que nao significa

gue a deduc¢do nao tenha valor algum.

®! Silogismo, que tem origem na palavra grega syllogismos (“conclus&o” ou “inferéncia”), € uma forma
de raciocinio baseada na deducao. Esta linha de pensamento, criada pelo fil6sofo Aristoteles, utiliza
duas preposic¢des iniciais para se chegar a uma terceira, que no caso € a concluséo.

62 A deducdo légico-mateméatica consiste em se chegar a uma verdade particular e/ou especifica a
partir de outra mais geral ou abrangente, portanto, ao incluirmos um fato especifico em outro mais
geral, estamos raciocinando por dedugéo.
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Desde os tempos de Euclides, vé-se a matemética como sendo regida por uma
metodologia dedutiva, mas sem a intuicdo dos logicos, estaria pressa ao passado e sem as
incriveis descobertas dos ultimos séculos:

A matematica € uma ciéncia dedutiva: a partir de certas premissas, chega,
por um estrito processo de deducéo, aos varios teoremas que a constituem.
E verdade que, no passado, as deducBes matematicas tinham com
frequéncia falta de rigor; é também verdade que o rigor absoluto é um ideal
dificilmente alcancavel. Nao obstante, se faltar rigor numa demonstragdo
matematica, ela serd, sob esse aspecto, defeituosa; ndo constitui defesa
valida alegar que o senso comum mostra que o resultado é correto, pois se
tivéssemos de confiar nisso, seria melhor abandonar completamente o
raciocinio do que invocar a falacia em defesa do senso comum. Apés o
estabelecimento das premissas, nenhum apelo ao senso comum, ou
«intuicdo» ou qualquer outra coisa que ndo a estrita l6gica dedutiva, deve
ser necessaria a matematica. (RUSSELL, 2006, p. 145).

Embora alguns pensadores neguem perceber que o calculo diferencial e integral
criado no século XVII possui falhas, sejam elas filoséficas, metodologicas, matematicas ou
analiticas, jA que resolvem de forma satisfatria varios problemas geométricos bem como
mecéanicos desde entdo, muitos percebem que apresentam inconsisténcias, e foram
percebidas até mesmo por Newton e Leibniz, contempordneos e muitos dos seus
sucessores no século seguinte, perceberam e criticaram a formalizagdo nao apresentada
pelos pais do calculo. Problemas estes que ficaram em aberto por mais de 200 anos, se é
gue podemos afirmar que foram solucionados.

E inegavel que Newton fora bastante influenciado pelo pensamento platénico, porém,
vemos que a sua Fisica tem uma forte concepgédo construtivista j& que é construida a priori e
posteriormente provada em sua prépria fisica, o que nos leva a uma contradi¢éo filoséfica, ja
gue o construtivismo vai contra o pensamento realista ou platonista, onde a Matematica teria
o0 seu lugar de fala independente.

Aristoteles nos traz a reflexdo da ciéncia como uma dicotomia do “o qué” e do
‘porqué”, e a matematica no centro dessa celeuma, ja& que investiga as causas dos
fendbmenos de forma consistente, 0 que pode ser a fonte de tantas criticas, e de tentativas
de comprovacdes da nova matemética que emergia:

O conhecimento do que inere aos observadores empiricos e o
conhecimento do porqué aos matematicos, porque estes Ultimos estdo de
posse das demonstracdes pelas causas, e muitas vezes ignoram o que, do
mesmo modo que se nos entregarmos a contemplacdo do universal,
ignoramos muitas vezes alguns dos casos particulares, por defeito de
observagédo. (ARISTOTELES, 1987, p.53)

Talvez a maior contribuicdo de Newton para o mundo tenha exatamente sido o de
colocar a Matemética em uma intima relacdo com a sua Filosofia Natural, permitindo assim
gue ela possa agir ndo mais como mera ferramenta que da mais clareza aos argumentos
dos seus modelos fisicos, construir ou modificar paradigmas por meio de experimentos

imaginarios e ndo apenas interpretar dados empiricos.
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Newton estava especificamente preocupado com o fato de que os infinitesimais néo
obedeciam ao axioma de Arquimedes e, portanto, ndo podiam ser aceitos como parte de um
sistema matematico rigoroso, enquanto Leibniz estava igualmente preocupado com a
aceitabilidade l6gica dos infinitesimais.

A primeira apresentacdo publica de seu diferencial calculo em 1684 foi severamente
determinado por sua tentativa de evitar a l6gica, dificuldade ligada ao infinitamente pequeno.
O que deixa clara uma atitude intuicionista de ambos, onde parece que o fim justifica os
meios, jA que problemas abertos ha muitos séculos foram finalmente resolvidos, embora no
campo da andlise matematica ainda pairasse uma nuvem negra sobre quem sdo esses
pequenos e esses grandes nimeros que ha tanto perseguem 0s matematicos puros.

O problema das tangentes as curvas era um dos que mais pensadores perseguiam
uma solucdo na época, embora Newton e Leibniz tenham resolvido, satisfatoriamente, em
seus trabalhos, alguns ilustres matematicos desenvolveram teorias sobre o tema antes
deles:

Pode-se dizer que a diferenciacdo se originou de problemas relativos ao
tracado de tangentes a curvas e de questdes objetivando a determinacédo de
maximos e minimos de fun¢des. embora essas consideragfes remontem
aos gregos antigos, parece razoavel afirmar que a primeira manifestacédo
realmente clara do método diferencial se encontra em algumas ideias de
Fermat®®, expostas em 1629. (EVES, 2011, p. 428-429)

Agora de acordo com Boyer (1974, p. 255), Fermat escreveu um tratado, nao
publicado em vida, denominado Método para achar maximos e minimos. Dentre outras
coisas ele cria uma forma de encontrar maximos e minimos de uma fungdo polinomial,
utilizando um método semelhante ao que usamos hoje na definicdo de derivada e igualando

f(x+E)—f(x)
E

a zero, limg,, , embora ndo utilizasse os limites, mas um método descritivo

analogo, a saber:

Para curvas polinomiais da forma y = f(x) ele notou um modo muito
engenhoso para ahcar pontos em que a fungdo assume um maximo ou um
minimo. Ele comparou o valor de f(x) num ponto com valor f(x + E) num
ponto vizinho. Em geral esses valores serdo bem diferentes, mas num alto
ou num baixo de uma curva lisa a variagdo sera quase imperceptivel.
Portanto para achar os pontos de maximo e de minimo Fermat igualava
f(x) e f(x+E), percebendo que os valores, embora ndo exatamente
iguais, sdo quase iguais. Quanto menor o intervalo E entre os dois pontos
mais perto chega a pseudo-equacédo de ser uma verdadeira equacao; por
isso Fermat depois de dividir tudo por E fazia E = 0. Os resultados lhe
davam as abscissas dos pontos de maximo e minimo do
polindmio.(BOYER, 1974, p. 255)

®> Embora de uma forma ainda primitiva, mas a légica do processo de Fermat condiz com o método
habitual de se acharem maximos e minimos de uma funcao f(x), as vezes referido nos textos
elementares de calculo como método de Fermat. Fermat, porém, ignorava que a condicdo de a
derivada de f(x) se anular ndo é suficiente para se ter um maximo ou minimo comum, mas apenas
necessaria. O método de Fermat também nao distinguia entre valor maximo e valor minimo.(EVES,
2011, p. 429).
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Fato que Fermat n&o distinguiu maximo de minimo, ou mesmo a questao dos pontos
de inflexdo, contudo j& temos ai a descricdo de um método eficiente em algum grau, e um
precursor do célculo diferencial, e ndo seria injusto como Boyer (1974) dia, “é razoavel
acompanhar Laplace ao saudar Fermat como descobridor do calculo diferencial.”.

Fermat teria generalizado um fato pensado por Kepler sobre os incrementos de uma
funcéo, que tornam as diferengas infinitesimais, e essa relacdo com o que chamamos hoje
de vizinhanca de um ponto de acumulagéo, e assim obtendo Fermat, uma solucdo desejada
na época, a determinacdo dos maximos e minimos, do que chamamos hoje de funcdes
reais, no que podemos denominar os primeiros passos da diferenciacdo, como em Eves:

Kepler observou que os incrementos de uma funcdo se tornam infinitesimais
nas vizinhancas de um ponto de maximo ou de minimo comum. Fermat
transformou esse fato num processo para determinar esses pontos de
maximo ou de minimo. (EVES, 2011, p. 428-429)

E incontestavel que todos os cientistas que se debrucaram e sobre a discussio
sobre o calculo tinham um objetivo previamente tracado, entender e descrever fendmenos
naturais e geomeétricos que ha tanto se procurava, entdo um problema mais uma vez
epistemoldgico se dé aqui:

Na nossa opinido, é preciso aceitar o postulado seguinte para a
epistemologia: o objeto ndo pode ser designado como um <<objetivo>>
imediato; por outras palavras, um movimento para 0 objeto ndo é
inicialmente objetivo. E necessario aceitar, pois, uma verdadeira ruptura
entre o conhecimento sensivel e o conhecimento cientifico. (BACHELARD,
1971, p. 128).

O cerne do tema deste trabalho e da longa discussdo sobre as semelhangas e
diferencas entre os Célculos de Newton e Leibniz talvez ser respondida exatamente por
essa aparente contradicdo filosofica de Newton, que embora sob grande influéncia platénica
se permitiu construir teorias baseadas no construtivismo, como parecia estar mais
preocupado com os resultados e ndo a metodologia, ndo alcancara o grau de rigor
semantico e a légica matematica, como Leibniz conseguira.

A Analise Matematica Standard baseia-se no fato de que uma linha geométrica, ou
seja, que existe uma relacdo biunivoca entre a reta e o conjunto dos numeros reais.
Acredita-se que o conjunto dos infinitos pontos de uma reta pode ser coordenado pelo
conjunto dos ndmeros reais, e que 0s nUmeros reais, em contrapartida, podem ser
construidos por meio dos cortes de Dedekind®, sequéncias de Cauchy® ou algum

dispositivo similar.

* Se a é um numero qualquer definido, entdo todos os nimeros do sistema de R caem em duas
classes, A; e A,, cada uma das quais contém um numero infinito de individuos, a primeira classe A;
compreende todos 0s niimeros a; que sao menores que a, a segunda classe A, compreende todos 0s
nameros a, que Sao maiores que a, 0 nimero a em si pode ser atribuido a seu bel prazer para a
primeira ou segunda classe, sendo respectivamente, o maior nimero da primeira classe ou 0 menor
da segunda. Em cada caso a separacédo do sistema de R em duas classes A; e A, é tal que cada
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Em andlise matemética dizemos que o conjunto dos numeros reais € um Corpo
Ordenado Completo, o que € questionado na andlise ndo-standard é fato de R ser
Completo, em outras palavras que a reta € formada por infinitos pontos, relacionados aos
infinitos niUmeros reais, mas que o conjunto dos reais consegue “cobrir” completamente a
reta.

Como visto, a preocupacado de Isaac Newton era se os seus limites, eram capazes
de obedecer a propriedade Arquimediana dos numeros reais, ou seja, 0 axioma
arquimediano é um fato geométrico “verdadeiro”? O que é dado em nossa experiéncia
imediata é uma parte limitada da linha geométrica com no maximo um numero finito de
pontos marcados nela, representando, por exemplo, o resultado de alguma medida fisica. A
partir deste fato, todo o resto € uma extensao, ideal ou real.

Em matematica, cortes de Dedekind, uma homenagem ao seu idealizador, Richard
Dedekind, sdo subconjuntos especiais do corpo ordenado, 0s nimeros racionais, que séo
usados para construir um corpo ordenado completo arquimediano.

Um subconjunto AcQ € um corte de Dedekind, com p,q,r € Q, se satisfaz as seguintes

propriedades:

10+A+Q
2SepedAeqgeQétalque g < pentdotemosqueq € A
3.SepeAd,entdop <r, paraalgumr e A.

Intuitivamente um corte € uma semirreta racional que ndo tem um maior elemento.

O conjunto dos Racionais Q é um corpo ordenado, porém ndo € completo ja que néo
satisfaz a propriedade arquimediana, em outras palavras, o conjunto dos racionais nao é
denso, o que faz com que nao forme uma reta, visto que Q deixa “buracos” na reta, o que na

andlise matemética standard acredita-se serem cobertos pelos nimeros irracionais.

Corpo Definigéo:
Segundo Lima:

R é um Corpo. Isto significa que estdo definidas em R duas operacoes,
chamadas adicdo e multiplicagdo, que cumprem certas condi¢Bes, abaixo
especificadas.

A adicdo faz corresponder a cada par de elementos x,y €R, sua

namero da primeira classe A; € menor do que cada numero da segunda classe A,. (Traduzido para o
Portugués por (SANTOS, 2012)).

Chama-se corte de Dedekind a uma particdo (A, B) de Q em duas metades, A e B, de modo que todo
0 elemento de A seja um minorante de B, e, reciprocamente, todo o elemento de B seja um majorante
de A. Um corte de Dedkind (A, B) representa o tnico nimero x que é simultaneamente um majorante
de A e um minorante de B.

% Uma sequéncia (x,) de um espaco métrico (M, d) diz-se sequéncia de Cauchy quando para todo
€ > 0 existe ng € N tal que para todo m, n > ny temos d(X., X,) < €. Nesta constru¢cdo de um corpo
ordenado completo, os nimeros reais sdo vistos como classes (de equivaléncia) de sucessdes de
Cauchy, todas convergindo para o nimero que representam.
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soma x y € R, enquanto a multiplicacdo associa a esses elementos o
seu produto x* y € R.

Os axiomas a que essas operacdes obedecem sao:
Associatividade: para quaisquer X, y, z € IR tem-se (Xty)+z = x+(y+z)
e(Xxey)ez=x*(y*2).

Comutatividade: para quaisquer X, y E IR tem-se x+y = y+x e x*y = y.X.
Elementos neutros: existem em IR dois elementos distintos O e 1 tais que
x+0=x e x*1=x para qualquer x € IR.

Inversos: todo x E IR possui um inverso aditvo —x E IR tal que x
(—x) = 0 e, se x # 0, existe também um inverso multiplicativo x* € R
tal que x * x*=1.

Distributividade: para x, y, z E IR quaisquer, tem-se xs(y+z) = Xey+Xx-z.
(LIMA, 2009, p. 11)

Corpo Ordenado

Ainda segundo Lima:

R é um corpo ordenado: Isto significa que existe um subconjunto IR+ ¢ IR,
chamado o conjunto dos nimeros reais positivos, que cumpre as seguintes
condicdes:

Pl. A soma e o produto de ndameros reais positivos sdo positivos. Ou
seja,x,y ER" > x+y€R " exy eR".

P2. Dado x € IR, exatamente uma das trés alternativas seguintes ocorre:
oux=0,0ux€IR ou -x€R" (LIMA, 2009, p. 12)

Um corpo € uma estrutura algébrica em que a adicdo e a multiplicacdo estdo bem
definidas. Os corpos sdo importantes objetos de estudo na algebra ja que constituem uma
generalizacdo Util de muitos sistemas de numeros, em particular os nUmeros racionais e
reais. Em um corpo além das propriedades bem definidas, sempre podemos ordenar 0s

nameros do conjunto.

Corpo Ordenado Completo

A caracterizacdo do conjunto dos nameros reais, R, ocorre por meio da descrigdo
deste como um corpo ordenado completo, propriedade que Q n&do possui, jA que embora
seja um corpo ordenado, ndo é completo, visto que as lacunas entre dois racionais sempre
possui numeros ndo pertencentes ao conjunto dos numeros racionais, denominados
Irracionais.

De acordo com Lima (2009, p. 17), “A afirmacdo de que o corpo ordenado R é
completo significa que todo conjunto ndo-vazio, limitado superiormente, XcR possui

supremo b = sup X € R®.

% Um ntimero b € R chama-se o supremo do conjunto X quando é a menor das cotas superiores de
X. Mais explicitamente, b é o supremo de X quando cumpre as duas condic¢des:

S1. Paratodo x € X, tem-se x < b;

S2.Sec € Rétalquex < cparatodox € Xentdob < c. (LIMA, 2009, p.16).
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Desta forma, um corpo K ordenado (K, +, ¢, 0, 1, <)67 diz-se completo quando todo

subconjunto nédo vazio limitado superiormente possui supremo.

Lema: Seja K um corpo ordenado. Se K é completo, entdo é arquimediano.

Axioma (Axioma Fundamental da Andlise Matematica) Existe um corpo ordenado completo.

Ele sera chamado conjunto dos nimeros reais e sera denotado por R.

Na visdo ortodoxa 0s numeros reais sdo criados a partir dos racionais por pontos
adjacentes representando certas classes de equivaléncia de sequéncias convergentes. E
alega-se que os “elementos ideais” assim criados preenchem a linha, que seriam os
nameros irracionais. E, como ja foi argumentado, isso tem uma certa plausibilidade vista do
ponto de vista de medi¢des recortadas, como nos Cortes de Dedekind.

Mas esse ponto de vista € estatico, ndo prestamos, por exemplo, atencéo a taxa de
convergéncia, ou seja, a como chegamos a medida registrada. Se fizermos isso, seremos
levados a um conjunto de pontos mais rico ou denso na reta, e os pontos “saltados” podem
representar os infinitesimais utilizados por Leibniz ou como veremos adiante os hiper-reais
de Robinson, o que derrubaria o axioma Fundamental da Analise Matemaética, ja que o
conjunto dos numeros reais seria um Corpo Ordenado, porém ndo completo.

E se, além disso, também nos preocupamos com o comportamento assintético das
sequéncias, somos quase inevitavelmente levados & nog¢éo plena dos numeros hiper-reais
ou da analise ndo-padrao.

A propriedade arquimediana dos numeros reais é a base de toda a analise
matematica moderna, a saber:

Vx € R,An € N tal que x < n.
Para todo numero real sempre existe um nimero natural maior, ou seja, 0 conjunto

dos numeros naturais N = {1,2,3,4, ... }68 ndo € limitado superiormente.

A propriedade arquimediana também pode ser formulada da seguinte forma:

Vx> 0,3n € N tal que 0 <%<x.
Para todo nimero real sempre existe um numero racional positivo menor, ou seja, o
conjunto dos nimeros reais nao é limitado inferiormente.
De forma intuitiva, podemos afirmar que um conjunto que satisfaz a propriedade
arquimediana, como o caso dos numeros reais, ndo possui numeros infinitamente grandes

ou infinitamente pequenos, isto €, Nndo possui um maior ou menor ndmero.

*” Em matematica, um corpo é um anel comutativo com unidade em que todo elemento diferente de 0
possui um elemento inverso com relacdo a multiplicacdo. Um corpo ordenado € um corpo no qual
existe uma relacdo de ordem total, e em que as operacdes binarias do corpo sdo compativeis com
essa relacdo de ordem.

% Em analise real n3o consideramos o 0(zero) como um numero natural.
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O método de exaustdo é um método utilizado para encontrar a area de uma forma
geométrica como um circulo, inscrevendo nela uma sequéncia de poligonos cujas areas
convergem para a area da forma que a contém. O processo consiste em construir 0
algoritmo corretamente, de tal modo que a diferenca entre a 4rea do n-ésimo poligono e a
forma geométrica circunscrita sera arbitrariamente pequena quando n torna-se
suficientemente grande. Assim quando a medida dessa diferenca se torna arbitrariamente
pequena, os valores possiveis para a area da forma geométrica “esgotarao”, colapsando no
limite inferior da convergéncia dos elementos da sequéncia das areas.

Originalmente o método de exaustdo® tem seu inicio no século V a.c. com
Antiphon™, mas n&do se sabe ao certo o qudo claro o método foi para ele. O método se
tornara rigoroso algumas décadas depois nas maos de Eudoxo de Cnido, que mostrou
aplicacdes nos calculos de areas e volumes.

Eudoxo resolveu o dito impasse dos incomensuraveis e seu método fundamenta-se
no seguinte lema:

Se de uma grandeza qualquer se subtrair uma parte ndo menor do que sua
metade, e do resto se subtrair ndo menos do que sua metade, e assim se
prosseguir, restara ao final uma grandeza menor do que qualquer grandeza
da mesma espécie.”

Bonaventura Cavalieri foi um grande matematico, assim como o seu professor

Galileu Galilei, e deixou diversas contribuicbes nessa disciplina, como em logaritmos,
geometria espacial e seu famoso principio de Cavalieri, onde esse ultimo foi um precursor
do calculo infinitesimal.

Mas a obra que mais o projetou, alias sua grande contribuicdo a
matematica, é o tratado Geometria indivisibilibus, publicado em sua versao
inicial no ano de 1635. Nesse trabalho ele apresenta seu método dos
indivisiveis, cujas raizes remontam a Demdcrito (c. 410 a.c.) e Arquimedes
(c. 287-212 a.c.) mas cuja motivacdo direta talvez se encontre nas
tentativas de Kepler de achar certas areas e certos volumes.(EVES, 2011,
p. 425).

De certa forma, o célculo infinitesimal ha séculos ja vinha sendo desenvolvido, e os

problemas geométricos estdo sempre no foco de seu desenvolvimento. Antes dos

problemas da mecanica, o calculo tinha como paradigmas desejados, os referentes ao

% Ométodo da exaustio & um método para se encontrar a areade uma figura

geomeétrica inscrevendo-se dentro dela uma sequéncia de poligonos cuja soma das areas
converge para a area da figura desejada. Se a sequéncia for corretamente construida, a diferenca
entre o n-ésimo poligono e a figura que os contém se tornara arbitrariamente pequena a medida que
n se tornar grande. A medida que essa diferenca se torna arbitrariamente pequena, os valores
possiveis para a area da figura séo sistematicamente "exauridos" pela limitagdo inferior imposta pelos
oligonos cada vez maiores.

° Antifona de Rhamnus (480-411 a. C.) foi o mais antigo dos dez oradores &ticos, e uma figura
importante na politica e intelectual ateniense do século V vida.

™ Tal lema, conhecido como “Lema de Arquimedes”, € uma das versdes da primeira proposi¢ao do
Livro X dos Elementos de EUCLIDES (2009). A teoria de Eudoxo é conhecida por meio da obra de
Euclides, particularmente o Livro XIl, como atesta Arquimedes no prefacio de sua obra De sphaera et
cylindro.
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célculo de éareas de figuras planas e volumes de solidos geométricos, e técnicas pouco ou
nada rigorosas eram utilizadas, com resultados bastante satisfatorios.

A evolucdo desses objetivos remonta a Cavalieri e enquanto a técnica matematica
mostra-se bastante satisfatoria, sobretudo sobre o calculo de volumes, e de forma bastante
rigorosa em termos gerais, a menos no sentido do rigor filoséfico, ja que se vale mais uma
vez das medidas bem pequenas que nos levam a noc¢ao dos infinitesimais mais uma vez
sem uma definicdo formal. De modo intuitivo Cavalieri antecipa o Calculo de Newton e
Leibniz, ainda que de modo especifico, ja que um dos grandes avancos destes nobres
pensadores se deu pela generalizacdo do método matematico do calculo criado por estes no
século XVII. Por Eves (2011), temos indicios do valor de Cavalieri para o calculo moderno:

Os principios de Cavalieri’® representam ferramentas poderosas para o
calculo de areas e volumes e, ademais, sua base intuitiva pode facilmente
tornar-se rigorosa com o calculo integral moderno. Com a aceitacédo desses
principios como evidentes, intuitivamente, podem-se resolver muitos
problemas de mensuracdo que normalmente requereriam técnicas
avancadas de calculo. (EVES, 2011, p. 426).

O préprio Leibniz reconhece o valor de pensadores anteriores, e a influéncia que
tiveram sobre o seu calculo, criado na nocao das suas diferenciais, em forma de razfes de
numeros bem pequenos:

Em nosso tempo, Cavallerius (Cavalieri) reviveu o método de Arquimedes e
deu aos outros a oportunidade de ir mais longe. E, claro, o proprio
Descartes, quando em alguns lugares imaginou que um circulo € um
poligono regular de um numero infinito de lados, usou esse raciocinio
guando falava da cicloide. (LEIBNIZ, 1947, p. 42) (traduc&o nossa)

Os principios de Cavalieri permitiram a Johann Kepler (1571-1630), determinar a
area de uma elipse, e um importante resultado na ciéncia natural, suas leis do movimento
planetario, sem as quais que Newton ndo poderia ter criado o conceito da mecéanica do
COSmMos como conhecemos:

Essas leis sdo marcos fundamentais da historia da astronomia e da
matematica. Pois, num esfor¢o para justifica-las, Isaac Newton foi levado a
criar a mecénica celeste moderna. Essas leis séo:

I. Os planetas movem-se em torno do Sol em trajetdrias elipticas com o Sol
num dos focos.

II. O raio vetor que liga um planeta ao Sol varre areas iguais em intervalos
de tempo iguais.

[ll. O gquadrado do tempo para que um planeta complete sua revolugéo
orbital é diretamente proporcional ao cubo do semieixo maior da Orbita.
(EVES, 2011, p.357).

’2...]Jos chamados principios de Cavalieri:

1. Se duas porcdes planas sdo tais que toda reta secante a elas e paralela a uma reta dada
determina nas por¢cBes segmentos de reta cuja razdo é constante, entdo a razdo entre as areas
dessas por¢fes € a mesma constante.

2. Se dois sélidos sédo tais que todo plano secante a eles e paralelo a um plano dado determina nos
solidos seccdes cuja razdo € constante, entdo a razao entre os volumes desses solidos € a mesma
constante. (EVES, 2011, p. 426).
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Mesmo sob tantas criticas, os indivisiveis possibilitaram a formulagdo de diversas
teorias, com inumeraveis resultados tedricos e praticos, consequentemente de importancia
imprescindivel para a evolugdo da matematica, da filosofia e da ciéncia em si, a intuicdo e o
empirismo, muitas vezes criticados por diversos pensadores podemos dizer, possibilitaram
tais avancos, como relata Eves (2011), “A descoberta empirica dessas leis, a partir da
massa de dados de Brahe, constitui um dos mais notéveis trabalhos de inducé@o jamais
feitos na ciéncia. Nunca se sabe quando uma parte da matematica pura podera receber uma
aplicagdo inesperada.”.

A criacdo de Cavalieri nos leva mais uma vez a questdo dos indivisiveis, antes
criticados e agora mais uma vez, como pelo matematico Paul Guldin (1577-1642), e a
guestao posta € semelhante ao questionamento sobre os infinitesimais, sobre como um
objeto geométrico pode em alguma instancia ser indivisivel, isto €, possuir a menor medida
real possivel. Sabemos que o termo indivisivel foi substituido modernamente por
infinitesimal, por limite, por épsilons, mas ainda sem a formalidade esperada.

Mais uma vez temos o grande problema que se arrastava ha milénios, como definir
os tais indivisiveis, e mais tarde como definir os infinitesimais, por meio de uma
interpretac@o geométrica ou fisica, fora de uma concepgédo metafisica ou metamatemética, e
essas criticas foram direcionadas a Cavalieri por parte de Guldin e Tacquet, mas que de
alguma forma contribuiram para a criacao de técnicas satisfatérias futuras, como vemaos por
Bueno (2021):

A falta de uma definicdo do conceito de indivisiveis e a auséncia de uma
explicacdo de como a soma de elementos sem dimensao poderia levar a
composicdo de uma é&rea ou volume levaram ao surgimento de sérias
criticas ao trabalho de Cavalieri. Elas vinham, principalmente, dos
matematicos Paul Guldin (1577-1643) e André Tacquet (1612-1660). Para
combater esses ataques, Cavalieri sustentou que as superficies e o0s
volumes poderiam ser gerados pelo fluxo de indivisiveis, o que ndo foi
desenvolvido satisfatoriamente para o seu método geométrico. Essa
evolugdo acabou sendo feita por seu sucessor, 0 também italiano
Evangelista Torricelli (1608-1647), e culminou, posteriormente, com o
método das fluxdes, de Isaac Newton. (BUENO, 2021, p. 11)

Inegavelmente as técnicas dos indivisiveis proporcionaram resultados incriveis,
sobretudo na geometria e até mesmo na mecanica dindmica, e foram utilizados,
principalmente apds a construcdo dos principios de Cavalieri, por renomados cientistas

como Torricelli”®, Fermat™, Pascal, Saint-Vincent’®, Barrow’® e outros.

7 O trabalho de Torricelli sobre tangentes marca uma evolucdo da visdo classica e estatica,
caminhando em direcdo a introducdo da nocéo de velocidade instantanea. Torricelli considerou que
as curvas sao geradas por um ponto que se move com velocidade ndo necessariamente constante.
Ele empregou essa ideia, entdo, para determinar tangentes de pardbolas e de outras curvas,
presentes nos trabalhos de Arquimedes. (BUENO, 2021, p. 12)

’* Fermat desenvolveu um trabalho pioneiro ndo sé no que se refere a diferenciacdo, mas também no
que se refere a integracado. (EVES, 2011, p. 432)
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Arquimedes (287 a.C. — 212 a.C.) utiliza o método de exaustdo de Eudoxo em suas
obras De conoidibus et sphaeroidibus, Quadratura parabolae e O método (cf. HEATH,
1950), lidando com os infinitésimos sem magnitude’’, pois ndo s&o obtidos pela divisdo de
entes geométricos, mas por uma aproximacdo numérica. A matematica grega, podemos
afirmar que estd na origem da criacdo do cdlculo, seja pela questdo do desenvolvimento
I6gico axiomatico de Euclides, seja pela prépria discussao sobre os infinitesimais ou pela
exaltacdo da geometria como base cientifica e filosofica, como vemos por (Eves):

Podem-se notar trés importantes e distintas linhas de desenvolvimento
durante os primeiros 300 anos da matematica grega. Primeiro temos o
desenvolvimento do material que acabou se organizando nos Elementos,
[...]- Em segundo lugar, h& o desenvolvimento de nogfes relacionadas com
infinitésimos e infinitos e processos somatérios que s6 foram esclarecidos
de vez com a invengédo do célculo nos tempos modernos. Os paradoxos de
Zendo, o método de exaustdo de Antifon e Eudoxo e a teoria atomistica
associada ao nome de Demdcrito [...] dedicadas as origens do calculo, [...]
A terceira linha de desenvolvimento € a da geometria superior, [...].(EVES,
2011, p. 132-133)

Muitos alegam que Arquimedes seja o0 precursor das nocdes de limites
desenvolvidas por Newton no século XVII, mas muitos acreditam tratar-se na verdade do
oposto, que Arguimedes nega a existéncia de tais limites, ja 0 que teria feito € apenas e tdo
somente uma aproximagdo grosseira com 0 Unico objetivo de atingir um resultado
satisfatdrio para alguns problemas geométricos existentes na época.

A questdo posta sobre a magnitude nos leva a dicotomia niumero versus quantidade,
ou medida, j& que os cardinais sim, intuitvamente representam quantidades, como o
numero de letras em um alfabeto, mas como um numero infinitamente pequeno ou
infinitamente grande pode representar uma quantidade nao se sabe. A “solugdo” se deu
mais uma vez pela especificidade disciplinar, onde pelas maos de uma especialista, nesse
caso de um matematico, sdo coisas congruentes:

Prevaleceu a opiniao de que o ndmero e quantidade eram os objetos de
investigacdo matemética, e que os dois eram tdo semelhantes que n&o
requeriam uma separagdo cuidadosa. Assim, o numero foi aplicado a
guantidades sem qualquer hesitagdo e, inversamente, onde os nuameros
existentes foram considerados inadequados para medicdo, novos foram
criados no unico fundamento de que toda quantidade deve ter uma medida
numérica. (RUSSELL, 1997, p 157)(Traducéo nossa).

> Grégoire de Saint-Vincent (1584-1667) foi um eminente quadrador do circulo do século XVIL.
Aplicou métodos do pré-calculo a varios problemas de quadratura. (EVES, 2011, p. 402)

’® Isaac Barrow (1630- 1677) O trabalho matematico mais importante de Barrow é Lectiones opticae
et geometricae, [...] O prefacio do tratado tece agradecimentos penhorados a Newton por parte do
material do livro, provavelmente aquela que se ocupa da Optica. E nesse livro que se encontra uma
abordagem muito préxima do processo moderno de diferenciacdo, mediante o uso do chamado
triangulo diferencial, que ainda se encontra nos textos atuais de calculo. (EVES, 2011, p. 434).

770 termo “magnitude” esta etimologicamente relacionado a peyedog. Assim, peyedog em grego e

magnitudo em latim ambos significam “grandeza”, “grande” sendo mega (peya) em grego e magnum
em latim.
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Na Grécia antiga ja se tratavam os infinitésimos, como podemos ver em no tratado
"O Método", que era desconhecido até o inicio do século XX, Arquimedes afirmava que
também usava infinitésimos nos seus trabalhos, ndo para demonstrar resultados, mas sim
para descobri-los.

Rubens Lintz, matematica e autor de histdria da matematica, sobre o método da
exaustdo como precursor da teoria dos limites, diz: “Esta afirmagido absurda é mais uma
consequéncia tragica do fato de ndo se colocar a mateméatica grega em sua devida
perspectiva historica [...] este erro lamentavel [...] tem sido o responsavel por uma das
maiores deformagdes do pensamento histérico de que se tem noticia” (LINTZ, 2007, p. 210-
11). Para Lintz, o uso do método da exaustdo pelos gregos decorre exatamente de seu
cuidado em eliminar processos limites (cf. LINTZ, 2007, p. 234).

E importante salientar que a propriedade arquimediana n&o garante que o conjunto R
nao possua “buracos”, ela s6 garante que R nao é limitado superior ou inferiormente, nao
temos de forma dbvia que a menor das cotas inferiores e a maior das cotas superiores
existam.

Conhecedores desse questionamento, 0s matematicos puros, em sua posicao de
detentores do poder de escolhas das proposicdes basicas da teoria, enunciam o Axioma do
Supremo:

Se A € R é um subconjunto ndo vazio e limitado superiormente, entdo
3S € R tal que S = supA.
Isto €, de forma axiomatica ou até mesmo arbitraria, diz-se que todo subconjunto dos

numeros reais que possua uma cota superior sempre possui a menor das cotas superiores,
e essa cota € um numero real, ou seja, que ndo caira em um “buraco”, assim podemos ver
que a reta dos numeros reais € realmente uma reta, mas essa informagéo crucial para a
fundamentagéo do calculo diferencial e integral standard baseia-se em um axioma, e como é
sabido, axiomas ndo sdo demonstraveis.

Um defensor da andlise padrao poderia alegar que o que prova que nao existem tais
buracos é a propriedade dos intervalos encaixantes’® e que uma propriedade é um teorema
e pode ser demonstrada, contudo, mais adiante iremos provar que a propriedade citada e o
axioma do supremo sao equivalentes, ou seja, cada um deles implica no outro entdo sempre
temos um deles como hip6tese(axioma) e o outro o teorema.

Antecipando a discussédo sobre a ndo consisténcia da andlise padrado(standard),

temos ainda o fato de que o axioma do supremo implica na propriedade arguimediana,

8 Dada uma sequéncia In = [an, bn] de intervalos fechados taisque [, 21,2132 - - 2,211 2 - -
, existe pelo menos um ponto ¢ € R que pertence a todos os intervalos, isto ‘e, ¢ pertence a
interseccdo e todos os intervalos. Uma maneira equivalente é dizer que Ny-, I, # @. A propriedade
dos intervalos encaixantes expressa a ideia de que R ndo tem buracos. De fato, se existisse um
buraco, cercando-o cada vez mais de perto por nimeros a, < b, obteriamos uma sequéncia de
intervalos fechados In = [an, bn] com interseccédo vazia.
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portanto, trés propriedades importantes do conjunto dos ndmeros reais, que Sdo a
propriedade dos intervalos encaixantes, a propriedade arquimediana e o axioma do supremo
sao equivalentes, e basta tomar a terceira delas como axioma, que as outras duas decorrem
dai.

Além das discussbes filoséficas acerca do novo célculo apresentado, muitos
cientistas apresentaram problemas em relagdo a analise utilizada por Newton e Leibniz,
todos sem sucesso em algum angulo, mas cada um deles contribuiu de algum modo para
novas descobertas no tema que se p6s na ocasido, como pode-se destacar a contribuicdo
de Lagrange:

O trabalho de Lagrange teve profunda influéncia nas pesquisas
matematicas subsequentes, pois ele foi o primeiro matematico de primeiro
time a reconhecer o estado insatisfatério dos fundamentos da anélise e, em
vista disso, a se empenhar pela rigorizacdo necessaria. Sua tentativa, que
esteve muito longe de ser um sucesso, consubstanciou-se na grande obra
Théorie des Fonctions Analytigues Contenant les Principes du Calcul
Différentie”!. A ideia basilar consistia em representar uma funcdo f(x) por
uma série de Taylor. (EVES, 2011, p. 484)

Lagrange foi capaz de desenvolver de forma espetacular o estudo sobre o célculo de
variagGes, bem como as equacdes diferenciais parciais, além de introduzir a notagédo f'(x)
gue usamos até os dias atuais, porém em sua tentativa de evitar os limites como os de
Newton ndo foi bem-sucedido, pois falhou em levar em consideracdo a questdo da
convergéncia das séries, Eves (2011) “Lagrange entendia que sua abordagem tinha evitado
0 uso de limites, mas, como ele ndo deu a devida atencdo a questdo da convergéncia e da
divergéncia, que se baseiam na ideia de limite, ndo conseguiu atingir os objetivos que tinha
em vista, e ele via a mecéanica e geometria como aplicagcdes da analise, mas essa como um
ramo distinto, em uma forma de andlise algebrizada, e com as suas demonstracdes
independentes, como diz Roque:

As restricbes com relagdo aos métodos infinitesimais fizeram a analise
abandonar todas as suas referéncias geométricas para se fundar somente
na algebra. Na sua Méchanigue analytiqgue (Mecanica analitica), de 1788,
Lagrange j& afirmava que a mecénica deve ser vista como uma parte da
analise matematica, podendo prescindir de figuras ou de qualquer
consideracdo geométrica. (ROQUE, 2012, p. 333)

Cauchy, depois de mais de 200 anos nos traz uma possibilidade de comprovar os
resultados obtidos no célculo do século XVII, por meio de uma linguagem mais rigorosa e
métodos mais analiticos. Ele analisa o conceito de variavel(ou sequéncia) e aceita que estas
assumem diferentes valores porém ndo todos, isto é, poderiam estar limitadas a um
intervalo especifico, e Cauchy vé a variavel de uma forma dindmica, mais para o conceito

moderno de sequéncia numérica e ndo um elemento arbitrarios, e aqui temos uma das

® Teoria das funcBes analiticas contendo os principios do célculo, sem qualquer consideracdo de
guantidades infinitesimais ou evanescentes, de limites ou de flux8es, e reduzido a analise algébrica
de quantidades finitas.
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“falhas” apontadas sobre os estudos de Cauchy, quando ele permite que algumas
sequéncias pudessem ter mais de um limite, 0 que nos dias atuais ndo € aceitavel, ja que
consideramos o limite como o maior dos valores de tais limites.

Basicamente, Cauchy®® elabora métodos analiticos de identificacdo de convergéncia
de sequéncias numeéricas, assim determinando o limite de tais sequéncias de forma
rigorosa. Um dos teoremas idealizados por ele é visto aqui, na forma de seu primeiro
teorema:

Procura o limite, ou os limites, para 0s quais converge, a0 mesmo tempo em que n

cresce indefinidamente, a expressao (un)l/n; designada por k o maior destes limites, ou, em
outros termos, o limite dos maiores valores da expressdo da qual se trata. A série
[uy, uq, uy, ..., uy, ... | S€rd convergente, se se tem k <1, e divergente se se tem k > 1.
(CAUCHY, 1821, p.132).

Vemos claramente no teorema acima demonstra um rigor na linguagem nunca antes
visto e alguma aritmetizacdo do calculo antes tdo impregnado por um método apenas
intuitivo e geomeétrico, e estas caracteristicas do novo tratamento analitico permitiu ao
proprio Cauchy finalmente apresentar uma definicdo sobre as quantidades infinitamente
pequenas:

Dizemos que uma quantidade variavel se torna infinitamente pequena, quando seu
valor numérico diminui infinitamente de modo a convergir para o limite zero. E bom observar
sobre este assunto que ndo se deve confundir um decréscimo constante com um
decréscimo indefinido.?* (CAUCHY, 1821, p.26, traduc&o nossa).

Cauchy ainda fala sobre os nimeros muito grandes. Dizemos que uma quantidade
variavel se torna infinitamente grande quando o valor numérico aumenta indefinidamente de
modo a convergir para o limite. Ainda é essencial observar que nédo se deve confundir uma
variavel que aumenta indefinidamente com uma variavel que aumenta constantemente®.
(CAUCHY, 1821, p.27, traducdo nossa).

E importante observarmos que Cauchy baseia os seus estudos no conceito de limites
e os infinitésimos sdo vistos apenas como casos particulares dos limites para as variaveis

gue tém limite igual a zero, contudo se mostra de grande utilidade matematica e filoséfica, ja

8 Apenas dois anos ap6s a morte de Lagrange, Cauchy ingressou no corpo docente da Ecole
Polytechnique como professor de andlise e passou a ministrar o mesmo curso que Lagrange tinha
ensinado. Ele herdou o compromisso de Lagrange de estabelecer os fundamentos do calculo, mas
seguiu Maclaurin e d'Alembert em vez de Lagrange e buscou esses fundamentos na formalidade dos
limites. (BRADLEY, 2009)

8 On dit qu'une quantité variable devient infinitment petite, lorsque as valeur numérique décroit
inféfiniment de maniére a converger vers la limite zero. Il est bom de remarquer a ce sujet qu’on ne
doit pas confondre um Iécroissement constant avec um décroissemente inféfini.

8 On dit qu’'une quantité variable devient infiniment grande, lorsque as valeur numérique croit
indéfiniment de maniére a converger vers la limite. Il est encore essentiel d’observer iei qu’on ne doit
pas confondre une variable qui croit indéfiniment avec une variable qui croit constamment.
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que redefine a ideia dos infinitesimais de Leibniz®®, ja que para este os infinitésimos eram

constantes e agora para Cauchy estes sdo variaveis.

4.1 O PROBLEMA DA RETA TANGENTE

No final do periodo grego os matematicos estavam preocupados em estudar curvas
geomeétricas além da reta, do circulo e da elipse, curvas definidas por alguma propriedade
de seu lugar geométrico e o foco principal se baseava-se em dois problemas:

i) Dada uma curva qualquer com uma regido do plano delimitada, calcular a area
dessa regiao.

i) Dada uma curva e um ponto desta, como determinar a reta tangente a essa
curva nesse ponto.

Na época ndo se sabia que esses dois problemas na verdade estdo intimamente
ligados, 0 que se explica, pela falta de uma melhor notacdo matematica, conhecimento
sobre 0s numeros negativos, o ndo conhecimento da relacdo entre a élgebra e a geometria
gue conhecemos hoje como geometria analitica.

Neste estudo, a discusséo principal se da em funcao de uma definicao formal do que
estamos chamando, como Leibniz, de nimeros infinitesimais, mas o problema que inicia,
historicamente, essa definicdo é o problema das tangentes, que antes de Newton e Leibniz
ja tivera sido discutido por brilhantes matematicos. Como Fermat em 1629, nas palavras de
Eves (2011):

Pode-se dizer que a diferenciacdo se originou de problemas relativos ao
tracado de tangentes a curvas e de questdes objetivando a determinacgéo de
maximos e minimos de fungfes. Embora essas consideragbes remontem
aos gregos antigos, parece razoavel afirmar que a primeira manifestacéo
realmente clara do método diferencial se encontra em algumas ideias de
Fermat, expostas em 1629. (EVES, 2011, 428-429).

Ainda por Eves (2011) “Fermat também descobriu um procedimento geral para
determinar a tangente por um ponto de uma curva cuja equacao cartesiana € dada.”. Em
linguagem moderna, basicamente o que Fermat faz é encontrar a subtangente relativa a um
ponto (X, y) da curva, ou seja, um segmento de reta com extremidades na projecdo do ponto
de tangéncia sobre o0 eixo x e a intersecdo com esse eixo, e subsequente relacéo
geométrica com semelhanca de triangulos, estabelecendo as coordenadas de um ponto

bem préximo do ponto de tangéncia, a saber:

8 | eibniz baseou-se em principios heuristicos.
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Figura 1: Reta tangente a uma curva por Fermat

L~ f(xy)=0
xNA—5
y
a e
/7
(EVES, 2011, p. 430)
€ :9 =d= ye , logo o ponto tem coordenadas X =x+e e y = y+E = y.(1+gj.
a vy a a a

Tomando esse ponto como um ponto da curva f(x,y)=0 temos que

(evafie3))-o

Ainda por Eves (2011), “A sua maneira, Fermat determinou tangentes as seguintes
curvas: elipse, cicloide, cissoide, conchoide, quadratriz e folium de Descartes®.”.

Mas mais uma vez temos aqui a questao posta sobre os infinitesimais, ja que Fermat
baseia 0 seu pensamento em dois fatos equivalentes, o primeiro a reta tangente tomada

deve coincidir com a reta secante utilizada para determinacdo da distancia infinitesimal
e

e >0, o segundo, desse modo, que tomamos 0 ponto P(x+e, y.(1+—D, como um ponto
a

da curva, e assim fazendo e =0, onde reside a inconsisténcia apontada nesse estudo sobre

esses tais numeros bem pequenos, isto €, os dois pontos da secantes “tendem” a coincidir.
De uma forma parecida Isaac Barrow, mentor de Isaac Newton, também faz um

estudo sobre a questédo da reta tangente a uma curva dada, em sua obra Lectiones opticae

et geometricae como dito por Eves (2011)

O trabalho matemético mais importante de Barrow é Lectiones opticae et
geometricae, do ano em que ele renunciou a sua catedra em Cambridge. O
prefacio do tratado tece agradecimentos penhorados a Newton por parte do
material do livro, provavelmente aquela que se ocupa da Optica. E nesse
livro que se encontra uma abordagem muito préxima do processo moderno
de diferenciacdo, mediante o uso do chamado triangulo diferencial, que
ainda se encontra nos textos atuais de célculo. (EVES, 2011, p. 434).

# Em matematica, uma curva ou linha curva é, em termos gerais, um objeto semelhante a uma linha
reta, mas que nao é obrigatoriamente retilineo. Tecnicamente, uma curva € o lugar geométrico ou
trajetéria seguida por um ponto que se move de acordo com uma ou mais leis especificadas, neste
caso, as leis compordo uma condicdo necessaria e suficiente para a existéncia do objeto definido.
Frequentemente ha maior interesse nas curvas em um espaco euclidiano de duas dimensdes (curvas
planas) ou trés dimensfes (curvas espaciais).
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Também em linguagem moderna, para o melhor entendimento do leitor, o objetivo é
encontrar a reta tangente a curva da figura, no ponto P, e toma-se um ponto Q da curva,
proximo de P. Assim temos, segundo Barrow, que os triangulos PTM e PQR sao
praticamente semelhantes, e por Eves (2011)” argumentava Barrow, considerando o

tridangulo menor indefinidamente pequeno.”, temos que:

Figura 2: Reta tangente a curva por Barrow

o/T]NM x

(EVES, 2011, p. 435)
PM _PR
™ QR
Da figura temos que, QR=¢e e PR=a, sendo assim, o ponto é P é dado por

P(x, y) e Q(x—e,y—a), substituindo essas coordenadas na equagdo da curva, e

. . a
desprezando as poténcias de € e de a , conseguimos encontrar —, e portanto
e

a : :
encontramos TM = X = y.—, sendo assim temos ainda que:
e

OT=OM-TM =oM -pM. Ry ™M _, &
PR PM a
E sendo assim temos a reta tangente determinada, ja que conhecemos dois pontos
da mesma. Barrow nos traz um método com uma légica mais formal do que a de Fermat, e
foi capaz de encontrar a reta tangente a diversas curvas, como a curva kappa, uma

particular curva de Lamé, folium de Descartes, quadratriz, tangentoide, (Eves, 2011)” A

. a . dy o .
razdo — €, obviamente, nosso moderno ™ e o0 questionavel procedimento de Barrow pode
e X

facilmente tornar-se rigoroso com o uso da teoria dos limites.”, e que hoje chamamos de

coeficiente angular da reta tangente.
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Contudo ainda recorrendo na mesma inconsisténcia, onde discordamos de Eves
quanto ao rigor da teoria dos limites, quando supde que os tridngulos sdo “praticamente
semelhantes” ja que o seu método baseia-se no fato de que e ¢é “indefinidamente pequeno”
, fazendo mencéo, ainda que inconsciente, aos infinitesimais mais uma vez, mas ambos
podem sim serem considerados precursores do Calculo Diferencial, e autores de um método
eficiente para determinar a reta tangente & uma curva do plano e um ponto da mesma.

Hoje, ainda no Calculo ndo-standard, um estudante pode achar a reta tangente por
uma férmula, ainda que a chamada derivada siga a falta de rigor j4 apontada nesse estudo,
gue como veremos ainda se baseia nos limites de Newton, e nos nimeros reais e seus
infinitésimos, mas que gera um resultado satisfatorio. A técnica aplicada é vista nos livros
didaticos como em (Guidorizzi, 2001).

Definicdo. Sejam f uma funcdo e p um ponto de seu dominio. O limite

i £00=F(p)
X—>p X—p

quando existe e é finito, denomina-se derivada de f em p e indica-se por f'(p). Assim
(p) = lim T )= F(P)
P X—p
A reta de equacdao
y=f(p)=f'(p)(x-p)
é, por definicdo, a reta tangente ao grafico de f no ponto (p, f(p)). Assim, a derivada de

f,em p, é o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa p

4.2 O PROBLEMA DA QUADRATURA DO CIRCULO

A evolugcdo de algumas civilizacdes antigas, e suas praticas culturais, o
desenvolvimento da agricultura, pecuaria, e outras atividades proporcionou um grande
avanco cientifico, na tentativa de resolver problemas postos a partir dessas praticas. Povos
como os Egipcios, Chineses, Gregos, foram precursores no desenvolvimento do que hoje
chamamos de ciéncia, e a mateméatica sempre esteve presente nesses avancos, Visto que a
partir dela diversas dessas atividades puderam ser otimizadas, problemas puderam ser
resolvidos, melhorando cada vez mais tecnologicamente as acdes do ser humano.

Tais avanc¢os permitiram que o homem agora pudesse se perguntar cada vez mais
sobre a sua existéncia e sobre o mundo em que vive, e a Filosofia assim, foi grande
influenciadora do avanco demonstrado por essas civilizacdes, e embora bastante discutida,

podemos dizer que foram as criadoras do conceito de ciéncia, ja que ndo apenas resolviam
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problemas praticos pontuais necessarios, mas ja nessa €poca, criavam generalizacoes, e
com metodologias baseadas na busca pelo questionamento e pela instauragédo da verdade e
da légica.

A distingcdo entre a pratica da vida do ser humano e da abstracdo que o distingui
definitivamente do homem antigo, € um marco no que se refere a definicdo de homem
cientifico, e diversos povos contribuiram para esse momento, mas 0s gregos, claramente
tiveram uma participacdo gigantesca nesse processa, desde 0s povos mais antigos, mas
para muitos estudiosos a partir do século V depois de Cristo, como diz Rosa (2012)

Na Histéria da Ciéncia, um dos Periodos mais importantes e mais
complexos foi o da Grécia Antiga, principalmente a partir do século VI antes
da Era Cristd, pois foi quando se iniciou e se desenvolveu, pela primeira
vez, o espirito cientifico, marco fundamental na evolugcdo do pensamento
humano, e quando ocorreria, em consequéncia, o advento da Ciéncia
abstrata. Esse novo espirito viria a ser o grande divisor entre a civilizacédo
grega e as demais civilizacdes daquele Periodo Historico, 0s quais
trilhariam caminhos distintos na busca de resposta as inquietagbes do
Homem quanto a seu Destino e quanto a Natureza e seus fendmenos.
(ROSA, 2012, p. 99).

A abstracdo, os sistemas logico-dedutivos-indutivos, uma matemética axiomaticas,
baseadas ndo apenas na préatica, mas exaltando o pensamento humano, a ciéncia como
definimos hoje, tem sua base em povos que puderam mostrar incriveis construgfes e
analises do mundo, e ja na época demonstraram a confiabilidade na razdo humana, e a
busca pela verdade fundamentada, nos permitiram chegar a avancos incriveis nos séculos
gue se seguiram, chegando a descobertas até poucos séculos impossiveis, ja& que o0s
sistemas logicos, e as praticas epistemoldgicas ndo lhes davam embasamento suficiente, e
0s gregos podemos afirmas que s@o 0s precursores desse processo, como o préprio Albert
Einstein ilustra

Admiramos a Grécia antiga porque fez nascer a ciéncia ocidental. L4, pela
primeira vez, se inventou a obra-prima do pensamento humano, um sistema
I6gico, isto é, tal que as proposi¢des se deduzem umas das outras com tal
exatidio que nenhuma demonstracdo provoca a duavida. E o
sistema da geometria de Euclides. Esta composicdo admiravel da razéo
humana autoriza o espirito a ter confiangca em si mesmo para qualquer nova
atividade. E se alguém, no despertar de sua inteligéncia, ndo foi capaz de
se entusiasmar com uma arquitetura assim, entdo nunca podera realmente
se iniciar na pesquisa teorica. (EINSTEIN, 1981, p. 62).

Diversas mentes incriveis surgem na Grécia Antiga, e a Filosofia, bem como a
Matematica sdo enormemente desenvolvidas e ndo seremos injustos em escolher esse
povo como o principal fundador de uma tentativa de resolver problemas de todos os
ambitos, e fez o homem acreditar ser capaz de resolvé-los em uma acumulo de
conhecimentos e técnicas, tal como acreditamos até os dias atuais, (Funan, 2002, p. 50)” A
Filosofia comecou ocupando-se do problema da origem do mundo e da verdadeira

realidade, da unidade por detrds das aparéncias. Desde o século vi a.C. uma série de
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pensadores, na Jonia e na Magna Grécia, comegaram a se ocupar desses temas. Ainda por
Funan

Foi entdo que surgiu o pensamento racional e a Filosofia, definida como o
estudo caracterizado pela intencdo de ampliar a compreenséao da realidade.
Nesse contexto, pensadores como Tales, de Mileto, Pitdgoras, de Samos e
seus seguidores determinaram os principios da Geometria; Hecateu, de
Mileto, desenvolveu a Geografia, entre outros pensadores. Explicar o
mundo a partir da razdo, deixando de lado deuses, mitos e acasos méagicos
e procurando identificar principios, estabelecer uma ordem para os
fendbmenos naturais e sociais a partir da reflexdo sobre a experiéncia
cotidiana foi uma preocupacdo que comegou a ocupar as mentes de alguns
homens inquietos e criativos. (FUNAN, 2002, p. 50)

Essa criatividade, que assim foi permitida a esses homens, os fizeram desenvolver
teorias generalistas e resultados monumentais sobre a Geometria que 0s cercavam em
funcdo de uma visdo analitica de mundo, e como caso particular o estudo sistematico da
geometria e seus fundamentos como nos relata Eves (2011) “Os primeiros trés séculos da
matematica grega, comecando com os esfor¢cos iniciais de Tales por uma geometria
demonstrativa (por volta de 600 a.C.) e culminando com os notaveis Elementos de Euclides
(por volta de 300 a.C.), constituem um periodo de realizagbes extraordinarias.”, que
permitiu, por exemplo, que Descartes desenvolvesse a geometria analitica, que foi base
para o Célculo de Newton e Leibniz.

A forma ldgica e dedutiva da matematica, parecia para Platdo de grande valia na
construcao de conhecimentos, e a Geometria principalmente, ja que a sua forma abstrata de
construcdo se mostrava diferente apenas de uma pratica simples de uma técnica que
resolvia um problema especifico, mas uma forma de generalizar conhecimentos, e que
poderiam ser aplicados em diversas outras empreitadas cientificas, até mesmo fora da
matematica. Platdo demonstra isso claramente no lema posto em sua Academia, (EVES,
2011) “Que aqui ndo adentrem aqueles ndo versados em geometria”.

Uma filosofia da matematica nasce dessa visdo de mentes com a de Platdo, que
embora ndo seja conhecido por feitos em matematica, quase todos os grandes trabalhos de
matematica nessa época, século IV a.C., foram desenvolvidos por amigos ou discipulos
dele, provavelmente pela sua influéncia, ja que era grande defensor de uma filosofia
pautada na matematica, e a sua visdo de mundo e de pratica divina, baseada na Geometria,
como Eves (2011) destaca

A matemética parecia da mais alta importancia a Platdo devido ao seu
componente légico e a atitude espiritual abstrata gerada por seu
estudo; por essa razdo ela ocupava um lugar de destaque no curriculo da
Academia. Alguns veem nos dialogos de Platdo o que poderia ser
considerada a primeira tentativa séria de uma filosofia da matematica.
(EVES, 2011, p. 132)
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O problema da quadratura do circulo, € um dos chamados “Os trés famosos

problemas™®

, Cuja importancia principal se da no fato de que, diferente do que se acreditava
até o século XIX, ndo podem ser resolvidos de forma construtiva, com régua e compasso,
exceto em aproximacao.

O terceiro problema dessa lista permitiu que diversas contribuicdes fossem feitas ao
longo dos séculos, visto que envolveu temas dificeis, e a relacdo antes desconhecida com o
problema das tangentes e finalmente com a criagdo do Célculo Diferencial e Integral

Provavelmente nenhum outro problema exerceu um fascinio maior ou mais
duradouro do que aquele de construir um quadrado de area igual a area de
um circulo dado. J& em 1800 a.C. os egipcios haviam ‘resolvido” o
problema, tomando o lado do quadrado igual a 8/9 do diametro do circulo
dado. De la para ca, literalmente milhares de pessoas trabalharam no
problema e, a despeito de ja se ter uma demonstracédo de que a construgao
€ impossivel com os instrumentos euclidianos, ndo ha um ano que nao
tenha sua safra de “quadradores de circulo”. (EVES, 2011, p. 140).

Este autor nos traz, e aqui iremos reproduzir, uma “solucédo” interessante para o
problema, que fora desenvolvida como uma melhoria de contribuicbes e de “solugdes”
anteriores advindas de Anaxagoras (c. 499-c. 427 a.C.), seu contemporaneo Hipécrates de
Quio, Hipias de Elis (c. 425 a.C.), Dinostrato (c. 350 a.C.), dentre outros.

Pode-se conseguir uma solugédo elegante do problema da quadratura com a espiral
de Arquimedes que, efetivamente, foi utilizada por Arquimedes (c. 225 a.C.) com essa
finalidade. Dinamicamente, pode-se definir a espiral como o lugar dos pontos P que se
movem uniformemente ao longo de um raio que, por sua vez, gira uniformemente num plano
em torno de sua origem. Se tomarmos como sistema polar de referéncia a posicdo OA do
eixo de rotacao quando P coincide com a origem O do raio, temos que OP é proporcional ao
angulo A O P e a equacdo polar da espiral € r = aB, em que a € a constante de
proporcionalidade.

Tracemos o circulo de centro O e raio igual a a. Entdo OP e o arco do circulo entre
as semirretas OA e OP séo iguais, pois ambos sdo dados por af (ver Figura 3). Segue-se
entdo que se tomamos OP perpendicular a OA, OP ter4 comprimento igual a um quarto da
circunferéncia do circulo. Com o a area K do circulo é metade do produto de seu raio por

sua circunferéncia temos:
K = (%)(mp): (2a)OP)

Assim, o lado do quadrado pretendido € média proporcional entre 2a e OP, ou entre

o didmetro do circulo e o comprimento do raio vetor da espiral que é perpendicular a OA.

8. Duplicacdo do cubo ou o problema de construir o lado de um cubo cujo volume é o dobro do de
um cubo dado.

2. Trisseccdo do angulo ou o problema de dividir um &ngulo arbitrario dado em trés partes iguais.
3. Quadratura do circulo ou o problema de construir um quadrado com &rea igual a de um circulo
dado.(EVES, 2011, p. 133-134)
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Figura 3: Quadratura do Circulo por Arquimedes

(EVES, 2011, p. 141)

Podemos trisseccionar (mais geralmente, multisseccionar) um angulo A O B com a

espiral de Arquimedes. Suponhamos que OB corte a espiral em P e facamos a trissec¢ao do
segmento OP com os pontos P; e P,. Se as circunferéncias de centro O e raios OP; e OP,
cortam a espiralem T, e T, entdo OT; e OT, trisseccionam o &ngulo AOB.

Segundo Eves (2011) e Boyer (1974)

A regra egipcia para achar a area do circulo tem sido considerada um dos
maiores sucessos da época (1650 a.C.). No Prob. 50 o escriba Ahmes
assume que a area de um campo circular com diametro de nove unidades é
a mesma de um quadrado com lado de oito unidades. Comparando com a
formula moderna A =nmr? vemos que a regra egipcia equivale

aproximadamente a atribuir a = o valor 3 1/6 uma aproximacgdo bastante

elogiavel; mas novamente ndo ha sinal de que Ahmes soubesse que as
areas de seu circulo e seu quadrado ndo eram exatamente iguais. (BOYER,
1974, p. 13).

Seguindo o gosto mesopotadmio de fazer tabelas e listas, uma tableta do
grupo de Susa compara as areas e 0s quadrados dos lados de poligonos
regulares de trés, quatro, cinco, seis e sete lados. [...]. Na mesma tableta o
escriba da 0;57,36 como razédo entre o perimetro do hexagono regular e a
circunferéncia do circulo circunscrito; e disso podemos concluir

imediatamente que o escriba babilénio tinha tomado 3;7,30 ou 3 1/8 como

aproximacao para r. Isso € pelo menos tdo bom quanto o valor adotado no
Egito. (BOYER, 1974, p. 28).

Seu método (Arquimedes) para calculo raizes quadradas, ao achar o
perimetro do hexagono circunscrito, e para médias geométricas, era
semelhante ao dos babildnios. O resultado do célculo de Arquimedes sobre
o circulo foi uma aproximacao do valor de m expressa pelas desigualdades

3 10/71 <m<3 10/70, uma aproximacdo melhor que a dos egipcios e a

dos babildnios. (BOYER, 1974, p. 93).

Nas obras chinesas, como nas egipcias, chama a atenc¢éo a justaposicdo de
resultados precisos e imprecisos, primitivos e elaborados. S&o usadas
regras corretas para as areas de triangulos, retdngulos e trapézio. A area do
circulo era calculada tomando trés quartos do quadrado sobre o diametro ou
um dozeavos do quadrado da circunferéncia — resultado correto se se adota
o valor trés para T — mas para a area do segmento o Nove capitulos usa o

+c)

. S S 7z . 7 .
resultado aproximado , onde s é a seta (isto é, o raio menos o

apoétema) e ¢ a corda ou base do segmento. (BOYER, 1974, p. 144).
Em Lilavati, Bhaskara (1114 a cerca de 1185). A area do circulo
corretamente dada como igual a um quarto da circunferéncia vezes

o o
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didmetro e o volume da esfera como um sexto do produto da area da
superficie pelo didmetro, mas para a razdo da circunferéncia para o
didmetro de um circulo Bhaskara sugere ou 3927 para 1250 ou o valor
“bruto” 22/7. (BOYER, 1974, p. 162).

Grégoire de Saint-Vincent (1584-1667) foi um eminente quadrador do
circulo do século XVII. Aplicou métodos do pré-célculo a varios problemas
de quadratura. (EVES, 2011, p. 402).

Johann Bernoulli escreveu sobre multiplos topicos, como fenémenos épticos
relacionados com reflexdo e refragdo, determinacdo das trajetorias
ortogonais de uma familia de curvas, retificacdo de curvas e quadratura de
areas por meio de séries, trigonometria analitica, o célculo exponencial e
muitos outros assuntos. (EVES, 2011, p. 465).

O segundo filho de Giacomo Riccati, Vincenzo Riccati (1707-1775), um
jesuita, foi professor de matematica e trabalhou em equagfes diferenciais,
séries infinitas, quadraturas e fun¢8es hiperbdlicas. (EVES, 2011, p. 476).
Um namero se diz algébrico se é raiz de algum polindmio ndo nulo de
coeficientes racionais; caso contrario, se diz transcendente. F. Lindemann
provou (em 1882) que T é transcendente. Esse fato garante que o problema
da quadratura ndo pode ser resolvido com os instrumentos euclidianos.
(EVES, 2011, p. 146).

Newton fez numerosas e notaveis aplicagbes de seu método dos fluxos.
Determinou maximos e minimos, tangentes a curvas, curvaturas de curvas,
pontos de inflexdo e convexidade e concavidade de curvas; aplicou-o
também a muitas quadraturas e retificacdes de curvas. (EVES, 2011, p.
439-440).

Com a criagdo do Célculo, esse problema pode ser resolvido e generalizado, onde se
pode criar um método para a quadratura de qualquer curva continua, no que hoje
conhecemos como Integral Definida aplicada ao calculo de &area entre curvas, e como
conhecido ja por Barrow antes de Newton e Leibniz, caracteriza o que chamamos de
Teorema Fundamental do Calculo, e com isso sabemos que os dois dos maiores problemas
da Matematica, estdo ligados, o problema das tangentes e das quadraturas/cubaturas®.

Leibniz foi capaz de perceber a relagcdo entre o problema das tangentes e das
guadraturas, e claramente sem a interferéncia de uma possivel leitura de trabalhos de
Newton, ja que o seu método era bem diferente, e € um dos pontos de estudo nesse
trabalho, ja que achamos que Leibniz se aproxima mais da ideia realmente rigorosa na
criacdo do Célculo. Bueno destaca essa capacidade do brilhante Leibniz

em 1686, Leibniz publicou um novo texto, dando énfase ao Calculo Integral.
Mostrou que a quadratura se caracteriza como o0 método inverso ao
utiizado para encontrar tangentes, focando na relacdo inversa entre
diferenciacéo e integracdo, o que o levou ao Teorema Fundamental do
Célculo. A ideia central da abordagem trazida por Leibniz distinguia-se da
de Newton, pois ndo se fundamentava na nocdo de taxa de variacédo
(derivada ou fluxdo), mas na conceituacdo de diferenciais. (BUENO, 2021,
p.27-28).

Hoje um estudante de Calculo Diferencial e Integral calcula a &rea do circulo, isto &,

pode quadrar o circulo faciimente, por meio de uma Integral Definida, a saber

o problema da quadratura € um problema de célculo de area, enquanto o da cubatura com o
calculo de volumes, que apés a criagao do célculo Integral, sabemos que esta relacionado ao célculo
de Integral de uma curva.
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Da equacdao cartesiana reduzida da circunferéncia, centrada na origem e de raio r:

X2+y2:r2

y=+Jr2 —x?

Temos a area do circulo dada pela integral definida:

Area = 4.I Vr? —xdx
0
E seja a integral indefinida | = I\/ r’ —x*dx

f T
Fazemos a substituicdo x =r.sen(u) e dx=r.cosu)du,com r>0e 0<u< > ent3o:

| = J‘w/r2 —r?sen®(u).rcos(u)du
I :J'w/rzil—senz(u)i.rcos(u)du
| = Hr2 cos’(u).r cos(u)du

I =_[rcos(u).r cos(u)du
I :Ir2 cos”(u)du

sen(u) entao:

Sabe-se que: jcosz (u)du =%+
2
| :r_{u +M}+C
2 2

Mas como u = arcsen( j entao:

r
X

2 2
I = r—{ar&ser(%u L2 1—X—2} +C
2 r r r

Aplicando os limites de integracao, temos:

r 2 r
Area = 4.[ Vr? —x*dx = Zr{arcser(i) + 51/1—)(—2} = 2r.arcsen(l)
. r) r r* ],

Portanto:
Area= 2r2.%

Area= 7.r?

Ou ainda, por mudanca polar:
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B} 1 2z
Area:—.jrzde
2 0
Com solucéao:
A _12”2 _1 2 ”_1 2 _1 2 _ 2
Area_E.lr do=>r [QI =5 .[27[—0]—51’ 27 =7r

Onde r =raio do circulo.

Leibniz, por sua vez, definiu a integral a partir da soma de um ndmero infinito de
retangulos infinitamente pequenos (BUENO, 2021). O célculo de areas hoje tem uma
solucdo genérica, feito sé atingido pelas contribuicbes desses grandes matematicos, e
embora ainda nos livros didaticos em geral venham com a forma classica do Célculo

Diferencial e Integral, ja se pode “quadrar” qualquer curva, como em Guidorizzi (2001)

Seja f continua em [a,b], com f >0 em [a,b]. Estamos interessados em definir a
area do conjunto A do plano limitado pelas retas X=a,x=Db,y=0 e pelo grafico de
y = f(x).

Figura 4: Area sob uma curva

A

AN

A

-
-
A |

d b

(GUIDORIZZI, 2001, p. 141)

Definimos a area de A por
. b
Area= [ f (x)dx
a

4.3 ALGUMAS CONTRIBUICOES ANTES E DEPOIS DA CRIAGAO DO CALCULO NO
SECULO XVII

Por muitos matematicos, a pratica comum baseava-se apenas em ignorar a questao
dos infinitesimais e tratar apenas com os numeros nao-nulos, que funcionavam bem
intuitivamente, em muitos casos com a ideia geométrica de subdividir mais e mais o nimero,
e assim evitar tratar o problema posto pelos infinitos e infinitésimos, conforme Boyer (1974):
a aritmética do zero era muitas vezes ignorada, e as vezes encontramos alguns

matematicos que ousavam menciona-los enquanto outros nao
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Bhaskara (1114 a cerca de 1185), quem preencheu algumas lacunas na
obra de Brahmagupta, por exemplo dando uma solugcédo geral da equacéo
de Pell e considerando o problema da divisdo por zero. Aristoteles
observara que ndo existe uma razdo pela qual um nimero como quatro
excede 0 numero zero; mas a aritmética do zero ndo entrava na mateméatica
grega, e Brahmagupta ndo se comprometera quanto a divisdo de um
namero diferente de zero por zero. E, pois, na Vija-ganita de Bhaskara que
achamos pela primeira vez a afirmacdo de que um tal quociente é infinito.
(BOYER, 1974, p. 161)

Como é sabido, a operacédo de Integracéo e a diferenciacdo sao operacgdes inversas,
e a diferenciacdo se preocupa com a taxa de variacdo da funcdo, enquanto a integral com
um somatério de tais taxas, e Isaac Barrow ja teria conhecimento da primeira, segundo Eves
(2011)

Apesar de indicios ténues que apontam noutra dire¢do, em geral considera-
se que Barrow foi o primeiro a perceber, de maneira plena, que a
diferenciacéo e a integracdo sdo operacfes inversas uma da outra. Essa
importante descoberta € conhecida como teorema fundamental do calculo e
aparece enunciada e provada nas Lectiones de Barrow. (EVES, 2011, p.
435).

Os métodos de Fermat e Barrow, embora eficientes, ndo possuiam uma
sistematizacdo metodoldgica do processo, e uma simbologia satisfatoria, que pudesse ser
aplicada de forma generalizada, o que compete a Newton e Leibniz, o titulo de criadores do
célculo, por terem sido capazes de obter tais resultados.

Faltava ainda a criagdo de um simbolismo geral com um conjunto
sistematico de regras analiticas formais e também um redesenvolvimento,
consistente e rigoroso, dos fundamentos da matéria. Foi a primeira dessas
duas coisas, ou seja, a criacdo de um calculo manipulavel e proveitoso, que
Newton e Leibniz, trabalhando independentemente, deram sua contribuig&o.
Assim, embora Newton e Leibniz tenham tido muitos precursores, a cria¢ao
do célculo em geral é atribuida a eles. (EVES, 2011, p. 435).

A generalizacdo esperada de uma teoria matematica so foi alcan¢ada nos trabalhos
de Newton e Leibniz, visto que antes deles os problemas eram resolvidos de forma pontual,
e métodos que funcionavam em algum caso nao funcionavam noutros, e assim temos a
incrivel atuacéo desses cientistas, como podemos ver nas palavras de Roque

A maior novidade introduzida na matematica por Newton e Leibniz reside no
grau de generalidade e unidade que os métodos infinitesimais adquiriram
com seus trabalhos. Os mateméticos ja tinham um enorme conhecimento
sobre como resolver problemas especificos do calculo infinitesimal, mas néo
se dedicaram a mostrar a generalidade e a potencialidade das técnicas
empregadas. (ROQUE, 2012, p. 306).

Esses dois ilustres matematicos se aproximaram bastante do sucesso em criar o
célculo diferencial e integral, mas a historia remete a Newton e Leibniz tal sucesso, contudo
apenas dois séculos depois podemos dizer que os seus resultados estariam demonstrados
na figura de Cauchy e Weierstrass, embora testados sem nunca acusar uma inconsisténcia

de resultados.
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Muitas teorias sobre o célculo j& haviam sido pensadas por diversos matematicos,
até o século XVII, e muitas delas por Newton, que se dedicou por muito tempo a atividades
gue usavam o calculo para fundamentar-se, mas Newton tinha o habito de ndo publicar as
suas descobertas, e apenas as usava para resolver os problemas que estudava

Todavia, tanto o Célculo quanto outras descobertas impressionantes feitas
por Newton permaneceram desconhecidos por cerca de meio século, pois 0
cientista ndo aceitava bem as criticas, muitas vezes infundadas, a sua obra.
Acredita-se que, até 1669, apenas Isaac Barrow conhecesse o trabalho
matematico de Newton. Nesse ano, porém, um dos seus artigos, intitulado
De analysi per aequationes numero terminorum infinitas® | que trata das
séries infinitas e suas aplicacbes para célculo da area, foi enviado por
Barrow a seu amigo John Collins4 (1625-1683), em Londres. A partir de
entdo, Newton comecou a ser percebido.

Mesmo tendo realizado essas descobertas incriveis, Newton recusou-se a
permitir que Barrow e Collins tentassem publicar o seu trabalho. De analysi
permaneceu inédito, entdo, até 1711. (BUENO, 2021, p. 23)

Newton viu que a diferencial representava a taxa de variacdo da curva no ponto, e
gue na mecanica representava a velocidade instantdnea do mével no instante t, e conseguiu
completar o trabalho de seus precursores, quando da um tratamento analitico para as
curvas e os resultados da reta tangente, através do seu método dos fluxos, e dando um
significado fisico para a questédo da continuidade da curva, ainda sem utilizar o conceito de
fungdo, que utiliza Leibniz mais tarde.

Newton fez uma descoberta matematica mais importante, o método dos
fluxos, cuja esséncia ele comunicou a Barrow em 1669. Seu Method o f
Fluxions, embora escrito em 1671, s6 foi publicado em 1736. Para Newton,
nesse trabalho, uma curva era gerada pelo movimento continuo de um
ponto. Feita essa suposicdo, a abscissa e a ordenada de um ponto gerador
passam a ser, em geral, quantidades varidveis. A uma quantidade variavel
ele dava o nome defluente (uma quantidade que flui) e a sua taxa de
variagdo dava o nome defluxo do fluente. Se um fluente, como a ordenada
do ponto gerador, era indicada por y, entdo o fluxo desse fluente era

denotado por Y .(EVES, 2011, p. 438-439).

Para muitos estudiosos o conceito de Newton ndo é melhor do que de Leibniz por
tratar a funcdo como um conceito fisico, ja que de algum modo impfe a questdo de
movimento e de tempo & geometria, e Leibniz trabalha o seu célculo de forma estética e nao
dindmica, mostrando uma abordagem mais mateméatica nesse sentido, além de se sentir
mais a vontade em considerar os numeros infinitesimais, onde o método de Newton
claramente os evita sempre.

Todos que estudaram calculo diferencial ja viram a definicdo de derivada através de
um limite, e por Eves (2011) “Deve-se a Cauchy grande parte da abordagem do calculo

apresentado nos atuais textos universitarios, como 0s conceitos basicos de limite e

¥ Da analise por meio de equacdes tendo um niimero infinito de termos.
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continuidade. Cauchy definiu a derivada de y = f(x) em relagdo a x como o limite, quando
Ax — 0, da razdo
Ay  flx+80) = f(x)
Ax Ax
Embora tivesse ciéncia da facilidade operacional das diferenciais, Cauchy relegou-as

a segundo plano. Se dx € uma quantidade finita, ele definiu dy, de y = f(x), simplesmente
como f (x)dx.”

Salientamos que algum rigor foi alcangcado por Cauchy, contudo, a sua ideia sobre os
infinitesimais ainda se mostra inspirada na geometria, faltava para muitos matematicos, uma
interpretacdo puramente aritmética, e sua linguagem ndo fora considerada totalmente
rigorosa aos olhos da analise real moderna, j& que 0 seu conceito se aproxima bastante das
ideias difundidas no século XVIII, por Leonard Euler por exemplo.

Muito se discutiu e se discute sobre a formalidade dos conceitos que cercam essa
nova matematica, como vemos nas contribuicdes de d’Albembert e Euler, no relato de Boyer
(1974)

d’Alembert considerava discutivel o uso que Euler fazia de séries
divergentes (1768) apesar dos sucessos conseguidos. Além disso,
d’Alembert fazia objecdes a Euler por esse assumir que diferenciais séo
simbolos para quantidades que s&o zero mas no entanto s&o
gualitativamente diferentes. [...], d’Alembert afirmou que “a diferenciagédo de
equacbes consiste simplesmente em achar os limites da razdo de
diferencas de duas variaveis contidas na equagao”. Opondo-se aos pontos
de vista de Leibniz e Euler, d’Alembert insistia que “uma quantidade é
alguma coisa ou € nada? se € alguma coisa, ndo desapareceu ainda; se €
nada, ela literalmente desapareceu. A suposicdo de que ha um estado
intermedidrio entre esses dois € uma quimera”. (BOYER, 1974, p. 331)

O rigor e a exatiddo da ciéncia ocorrem em sua base epistemoldgica em fungéo de
objetivos especificos dessa ciéncia, que devem ser observados os fundamentos nao s6 dos
efeitos, mas também das causas, Aristoteles, (1987), p. 95, “Uma ciéncia € mais exata e
anterior, quando conhece ao mesmo tempo 0 que e 0 porqué, e nunca o que separado do
seu porqué.

Obviamente, esse estudo tem como figura central de discussdo a questdo dos
infinitésimos, porém, a preocupacdo maior se da em discutir a andlise padrdo que hoje,
ainda, se mostra o paradigma dominante atual entre os académicos de analise real, e
embora Cauchy sofra criticas sobre 0 seu avan¢o no conceito sobre os infinitesimais, é
inegavel a sua contribuicdo na tentativa de trazer o rigor matematica para o calculo do

século XVII, e talvez o conceito protagonista dentre as contribuicdes deste seja a nogcédo de
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continuidade®® ligada intimamente com o conceito de convergéncia, que apresentou
diferencas consideraveis sobre o conceito descrito por Euler®.

Muitos ilustres matematicos cooperaram muito com a construcao do calculo como
conhecemos hoje, embora poucos tenham tido sucesso em tornar essa nova disciplina mais
formal e rigorosa, matematica ou filosoficamente, mas puderam criar extraordinarias
aplicacdes para o mesmo, como podemos ressaltar as figuras de Bernoulli, Clairaut, Euler e
Riccati, como por exemplo, na resolugéo de equacdes diferenciais.

Mesmo com toda contribuicdo de Cauchy, que mais se preocupara em tratar da
continuidade, ainda sem uma definicdo formal, vemos uma aritmetizacdo da analise
matematica, e um afastamento da geometria como base conceitual, tida como pouco
rigorosa no calculo, mas ainda sem uma definicdo nesses termos para os limites, que s6
acontece, inicialmente com Benhard Bolzano em 1817 no livio Rein analytischer Beweis,
gue segundo Boyer(1974, p. 381) “devotado a uma prova puramente aritmética do teorema
de locacdo de algebra, e isso exigia um conceito ndo geométrico de continuidade de uma
curva ou fungédo. Indo bem mais longe em suas ideias pouco ortodoxas, ele anunciou
algumas propriedades importantes dos conjuntos infinitos em uma obra postuma de 1850,
Paradoxien des Unendilichen.”

E interessante ambientar o leitor de que diferente do que poderiamos imaginar por
senso comum, a algebra sé se inicia por volta do século XVI, e o conceito de funcao ainda
nao estava estabelecido na época desses cientistas como podemos ver aqui:

[...] a nocdo de funcdo, como conhecemos hoje, comeca a se manifestar
quando se faz necessaria uma ferramenta matemdtica para investigar
fendbmenos naturais — estudos iniciados por Galileu Galilei (1564-1642) e
Johannes Kepler (1571-1630). Seu desenvolvimento se deu, sobretudo,
gracas as varias possibilidades permitidas pela notacao algébrica criada por
Francois Viéte (1540-1603) e pela geometria analitica introduzida por René
Descartes (1596-1650) e Pierre de Fermat (1601-1665) (BARONI, 2014, p.
15)

Encontramos aqui mais uma diferenca entre as concepgdes de Newton e Leibniz,

guanto ao que entendiam sobre func¢des:

Baseado em motivacbes fisicas (movimentos de corpos), Newton
estabeleceu uma relagdo intima entre os conceitos de funcdo, variacao e
calculo fluxional. O método de fluxGes descreve as variagdes em termos de
grandezas fluentes (funcdes) e s6 tem sentido se pensado em contextos
naturais. J4 Leibniz teve seu interesse despertado pelo estudo de curvas e
o problema de tangentes; e foi nesse contexto que elaborou os conceitos

88 Seja uma funcdo f:la,b|—-R e a<c<b. A funcdofé continua no pontoc, se limf(x)existe

guando x—c e é igual a f(c), ou de uma forma mais concisa: limx—cf(x)=f(c) onde |a,b| é qualquer um
dos intervalos das formas: (a,b), (a,b], [a,b)oua,b]. Se ndo existelimf(x) ou se
existe limf(x) quando x—c¢, mas limf(x)#f(c), dizemos que a funcéo f é descontinua em x=c.

8 | eonhard Euler (1707-1783) [Euler 1755] foi o expoente mais proeminente dos infinitesimais,
embora tenha dedicado apenas uma pequena parte de seu imenso corpus cientifico a questdes de
fundacdes.(BRADLEY, 2009).
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fundamentais do calculo. Tanto a ideia de funcdo como a distincdo entre
curvas algébricas e transcendentes ocorreram a Leibniz quando ele se
deparou com problemas de natureza geométrica ligados ao calculo.
(BARONI, 2014, p. 17).

Credita-se também a Leibniz o termo funcéo, como relata Baroni (2014) “A palavra
funcdo apareceu, pela primeira vez, num artigo escrito por Leibniz em 1692 (Leibniz, 1692).
Ele chamava de funcdes as quantidades geométricas variaveis relacionadas a uma curva,
tais como coordenadas, tangentes, subtangentes, normais, raio de curvatura, etc.%°

Ainda de acordo bom Boyer (1974, p. 381) “Bolzano parece ter percebido até, por
volta de 1840, que a infinidade de numeros reais é de tipo diferente da infinidade dos
inteiros, sendo ndo enumeravel”. Mostrando assim um maior entendimento sobre o infinito e
os infinitésimos, bem como uma melhor interpretacdo sobre a natureza da teoria dos
conjuntos, sobretudo em relacdo ao conjunto dos ndmeros reais.

Bernhard Riemann, por volta da década de 1830, foi capaz de enunciar profundos
teoremas relacionando a teoria dos numeros com a andlise classica, e das diversas
contribuicdes, é conhecido por deter o melhor refino na definicdo de Integral, e sua relacédo
com a geometria, como diz Boyer (1974)

“Aqui vemos um aspecto notavel da obra de Riemann — uma concepg¢éo
fortemente intuitiva e geométrica da analise que estd em marcado contraste
com as tendéncias aritmetizantes da escola de Weierstrass. Seus
processos foram chamados “um método de descoberta” ao passo que os de
Weierstrass constituiam “um método de demonstracao”.(BOYER, 1974, p.
406)

Observemos que a geometria ndo um mal para as construgées do célculo, sobretudo
porque as suas aplicacbes em grande maioria sdo geométricas, mas historica e
filosoficamente o que temos nesse tempo e nos tempos modernos € uma preocupagao com
a fundamentacdo e o rigor da analise, 0 que a geometria se mostra muito mais indutiva e
intuitiva do que comprovadamente formalista. Contudo, com essa base geométrica exige-se
muito mais cuidado na formulacdo das premissas dadas>

Uma ciéncia que se define a partir de principios menos numerosos é
também mais exata do que a ciéncia que repousa em principios apositivos,
como é caso da Aritmética, mais exata do que a Geometria.
(ARISTOTELES, 1987, p. 95-96).

Tantas teorias sobre a andlise eram publicadas nessa época, por dois motivos
inegavelmente cruciais em época de formalizacdo de uma teoria, visto que ja se passaram
cerca de 200 anos, de um paradigma que era falsificado porém néao era demonstrado de

forma definitiva:

% O conceito e a simbologia de fungdes, préxima a que conhecemos hoje, foram estabelecidos por
Johann Bernoulli (1667-1748) que foi utilizada por Leonhard Euler em sua obra Introductio in analysin
infinitorum (1748) e adotada por Cauchy no século seguinte.
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i) A confiaga nas operagfes executadas sobre séries infinitas, e suas

convergéncias.

ii) A falta de qualquer definicdo da expressdo “numero real” que estava no

centro da aritmetizacdo da analise.

Bolzano publica um livro em 1817 apresenta uma definicdo de limite mais
preocupada com o rigor matematico, porém ficou por muito tempo desconhecido pela
comunidade cientifica, mas antecipara a visdo de uma obrigatoriedade de se construir um
rigor em analise que Klein o chamava “o pai da aritmetizagcao”. De acordo com Eves(2011)
“Bolzano tinha inclinagdo para a légica e a matematica, especialmente a andlise, e pode ser
considerado um precursor da “aritmetizagado da analise™.

Posteriormente, uma definicho semelhantemente rigorosa fora tornada mais
conhecida com Karl Weierstrass, chamado por muitos como o “pai da analise moderna”, em
1861 nos traz uma definigcéo rigorosa de limite, que é conhecida nos livros de Calculo atuais
como a definicdo formal para limites, e acredita-se que Weierstrass tenha eliminado assim a
inconsisténcia dos infinitesimais, e a falta de uma definicdo de limites, que Cauc:hy91 nunca
dera:

Em notac&o atual a definicdo de Weierstrass para um limite é dada por®*:

Seja f uma funcdo definida em algum intervalo aberto que contenha o nimero a, exceto
possivelmente no proprio a. Entdo dizemos que o limite de quando x tende a é L, e escrevemos

lim f(x) = L

se para todo nimero real € > 0 houver um nimero § > 0 tal que
se0<|x—al<é entio |f(x)—L|<e.

E definiu continuidade por:
fé continuo emxyse, para qualquer real estritamente positivo ¢, existe um real estritamente
positivo 6 tal que, se x estd a uma distancia de x, estritamente menor que 6, entdo o valor da
funcao f em x estd em uma distancia estritamente menor que ¢ do valor da funcéo f em x,.
Em linguagem simbdlica:

fFEC  (xg) © (Ve>0, 36>0, |[x —xol <6 = |f(x) — f(xo)| < 9).

Como dito antes, o ndo entendimento claro sobre os numeros reais, mais
especificamente sobre 0os ndmeros irracionais, era o0 grande obstaculo a uma definicdo
formal dos limites, e Weierstrass procura distanciar o calculo da geometria e pra isso teria

gue definir nimero irracional independente do conceito de limite, e corrige erro

o capitulo 2 é intitulado “Sobre quantidades infinitamente pequenas e infinitamente grandes”, o que
ilustra o fato de que os fantasmas de quantidades que partiram de Leibniz ainda ndo haviam partido
no momento em que Cauchy escreveu; Acho que eles ndo foram devidamente exorcizados até
Weierstrass entrar no jogo. (E depois ha o trabalho relativamente recente de Abraham Robinson
(1918-1974) deixando-os entrar novamente...). Em qualquer caso, nenhuma definicdo épsilon-delta
explicita pode ser encontrada no Cours d'analyse de Cauchy..( Michael Berg € professor de
matematica na Loyola Marymount University em Los Angeles, CA.).(Traducao nossa).

%2 Weierstrass nos traz também definicdes baseadas em seus “epsilons e deltas” para derivadas e
integrais.
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epistemoldgico de Cauchy supondo a existéncia de um limite de uma sequéncia
convergente tomando a prépria sequéncia como o nimero ou o limite.
Agora 0s numeros irracionais sdo agregados de racionais, e vemos assim uma

sutileza epistemoldgica em Weierstrass, jA que de modo simplificado o que ele teria feito foi

z

1 1 1 1
dizer que o nimero 1 ndo é o limite da série E+Z+§+ +2—n+ - ele éa

sequéncia associada a essa série.

Entre os escritos de Bolzano e Weierstras sobre o tema passaram-se quase
cinquenta anos, mas hoje encontramos nos livros de andlise real um teorema que em justica
a Bolzano leva o nome de teorema de Bolzano-Weierstrass: um conjunto limitado S
contendo infinitos elementos (pontos ou nimeros) tem ao menos um ponto de acumulacéo.

O método aplicado por Weierstrass, até entdo, responde aos anseios dos
matematicos em relacdo a falta de rigor matematico no calculo e na analise, e a partir dele
os estudos se deram por esse caminho. Nesse trabalho ndo pretendemos citar todos os
ilustres cientistas que contribuiram com a formacéo dessa disciplina, mas citar agueles que
de alguma forma foram vitais na construgéo e discussao sobre tais temas, que em algum
momento mudaram a historia dos numeros, do célculo e da andlise, ainda sabendo que
provavelmente cometeremos injusticas por nao trazer outros nomes dentre tantos génios da
ciéncia.

No calculo temos quatro pontos pilares que sdo os Limites, Continuidade, as
Derivadas e as Integrais, que foram e serdo tratadas as duas Ultimas como forma de
entender a relagdo intrinseca que acontece entre elas, contudo, a discussdo maior se da
entre 0s ndmeros muito pequenos, nimeros muito grandes, (infinitésimos e infinitos), e o
gue alicerca todo o célculo que é o célculo dos limites.

Em certa medida, podemos afirmar que tanto as convergéncias em limite de Cauchy,
guanto os épsilons de Weierstrass representam uma revolugcdo kuhniana em todos os seus
termos sobre o paradigma dominante dos numeros infinitesimais e limites de Leibniz e
Newton.

Claramente temos em Weierstrass um avanco em direcdo de uma definicao rigorosa
para os limites e os infinitesimais, que influenciou muitos mateméticos no estudo da analise
por meio dos ¢'s e §'s até a atualidades, onde ele consegue dar profundidade aos nimeros
pequenos de Leibniz e Cauchy, mas revisitando Robinson, e sua andlise ndo-standard, é
impossivel ndo nos perguntarmos

Quem sdo esses €'s e §'s?

Ainda ndo sdo os mesmos nimeros bem pequenos de antes, mas agora escritos de

maneira mais “matematica”?
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Seré que Weierstrass néo teria sido o precursor do entendimento que ha uma classe
de numeros que nao se podem ser chamados de reais, jA que parece descrever 0 menor
nuamero real de todos, que so faria sentido se estivesse fora do conjunto dos reais, e s6 nao
fora capaz de denomina-los numeros hiper-reais?

A essa altura o leitor tem o claro juizo de que os autores deste estudo tém uma
predisposicdo a aceitar melhor as ideias de Leibniz em detrimento das de Newton, j4 que
um dos temas principais deste trabalho seja o estudo da Andlise Nao-Standard, que em
certo nivel difere de tudo que fora publicado até entdo, no calculo e na analise matematica.
Embora saibamos que os resultados fisicos obtidos por todos esses cientistas ao longo dos
séculos se mostram aceitaveis, a discussdo maior se da no ambito da Filosofia, da
Epistemologia e da Metamatemética, claro que sem ignorar o rigor académico matematico
obrigatério em todo trabalho cientifico.

O calculo como referido muitas vezes aqui é chamado nas Universidades de Célculo
Diferencial e Integral, o que mostra que estudar as derivadas e as integrais é o objetivo
central dessa disciplina, contudo, ha uma hierarquia nos programas de tais disciplinas, onde
antes destes conceitos devemos aprender sobre os limites, ja que as derivadas sao formas
de limites e as integrais configuram uma espécie de operagcdo matematica inversa das
derivadas.

Cauchy, Bolzano e Weiertras, atores importantes nessa discussdo nao nos
trouxeram grandes novidades nos estudos das derivadas, diferentemente do que fora
mostrado em relacdo as Integrais, ja que ndo via as derivadas como as protagonistas e as
integrais apenas 0s seus inversos, como se mostrava aos olhos de Newton e muitos
estudiosos do século XVIII, Cauchy mais uma vez se aproxima de Leibniz que via a integral
como soma de infinitésimos e para Cauchy era o limite de uma soma a esquerda e tinha um
papel independente e importante no calculo.

Agora o célculo integral tornou-se uma disciplina autbnoma. A relacdo entre as
derivadas e as integrais se da, ainda nas obras de Cauchy através do Teorema
Fundamental do Célculo: Newton e Leibniz ja haviam formulado o TFC, mas foi Cauchy o
primeiro, ao que se sabe, a trazer uma prova rigorosa desse importante teorema para o
célculo e para a andlise. (Boyer, 1949).

Cauchy, Weierstrass, Cantor e Dedekind amputaram a noc¢do de infinitesimais,
baseados no falto de que um nimero nado precisa quantificar a magnitude de um objeto, mas
suas légicas se valem de convergéncia, de proximidades, de épsilons, que ao suporem
esses nimeros como ndmeros reais caem mais uma vez em uma quantidade que € maior
do que o seu dobro, que entendemaos apresentarem um rigor matematico, mas apenas no

sentido seméantico e simbdlico:
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Weierstrass, Dedekind, Cantor e seus seguidores apontaram que, se 0s
nameros irracionais devem ser empregados significativamente como
medidas de fragdes quantitativas, eles devem ser definidos sem referéncia a
guantidade; e a os mesmos homens que mostraram a necessidade de tal
definicdo supriram a necessidade que eles criaram. (RUSSELL, 1997, p
158)(Traducéo nossa).

Cauchy em sua ilustre obra Cous d’Analyse de I'Ecole Royale Polytechnique Cauchy,
(1821) diz que: “O namero tinha que ser positivo e real, mas uma quantidade poderia
ser positiva, negativa ou zero, real ou imaginéria, finita, infinita ou infinitesimal.” O que
mostra que além de contribuir com a formalizacdo do célculo, entra na questao, talvez,
principal do entrave sobre os nimeros muito pequenos ou muito grandes, a questdo do que
€ nimero e o que é quantidade ou magnitude.

Boa parte da chamada matematica superior, depende em alguma medida dos limites,
e até Weierstrass uma associacdo entre estes e 0s infinitesimais, ja que a no¢do de medida
era presente nos numeros e nos objetos que esses humeros mediam, mas agora se sabe ou
se pensa, temos que na verdade trata-se de um conjunto de quantidades finitas que tém
zero como limite e por isso a maioria dos matematicos veem em Weierstrass a solucéo do
dilema posto ha tantos séculos.

Mas ainda temos em Weierstrass, um numero positivo real menor que sua metade,
como vemos por Russell referindo-se ao limite weierstrassiano:

Trata-se de infinitésimos numéricos ou ndameros (ou quantidades)
infinitesimais, de natureza diferente da dos nimeros reais «ordinarios». Um

7

infinitésimo positivo € um numero desta nova espécie que é menor do
qgualquer nimero real positivo dado. O que parecia um erro na época de
Weierstrass revelou-se, quase cem anos depois, uma alternativa
credivel®>.(RUSSELL, 2006, nota p.103).(nota dos tradutores).

O Célculo Infinitesimal e a Analise Matematica passaram por incriveis evolucdes e
modernizagfes, e 0s mateméticos citados e diversos outros, tiveram grande participacao
nesse processo, contudo entendemos que é vital para esse estudo uma investigacao
centrada no que vamos denominar “inicio” e “fim”, inicio com uma base soélida cientifica, mas
inconsistente em varios aspectos, e o fim com o embasamento légico formal e rigoroso da
Andlise ndo-standard, entdo esse trabalho investiga cada degrau que levaram os cientistas
ao patamar do “inicio” e também do “fim”, assim faremos agora um estudo mais profundo na

matematica de Newton, conseguinte de Leibniz, e mais a frente de Robinson.

4.4 A MATEMATICA DE NEWTON NO CALCULO INFINITESIMAL
No Livro I, com titulo O Movimento dos Corpos, encontramos na primeira secgao,

dez Lemas que configuram as proposi¢cdes necessarias para a fundamentacao dedutiva dos

% Russell refere-se ao trabalho de Abraham Robinson na década de 1960, sobre a andlise nao-
standard.
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teoremas apresentados sobre o movimento. Estas proposi¢cdes, embora néo referenciadas
por Newton, correspondem as nocdes elementares do calculo diferencial. Na matemaética,
tais lemas discorrem sobre os limites aplicados a linhas, arcos e areas de figuras planas, e
diferente de René Descartes™, Newton mostra provas feitas exclusivamente por raciocinios
geométricos, sem o tratamento analitico antes introduzido na Geometria por Descartes.

A metodologia utilizada por ele no que se refere as demonstracdes é justificada em
suas palavras:

“(...) Estes Lemas foram permitidos para evitar as aborrecidas deducdes
envolvidas nas demonstra¢cfes ad absurdum, de acordo com o método dos
antigos gedmetras. Pelo método dos indivisiveis as demonstracdes séo
mais curtas, mas, porque a hipotese dos indivisiveis parece ser, até certo
ponto, desarmoniosa e, 5portanto esse método é considerado para o célculo
menos geométrico(...)”"

Newton escreve no Livro | Principia

“[...], por velocidade final entende-se aquela com a qual o corpo move-se,
nem antes de chegar a sua posi¢éo final, quando cessa o0 movimento, nem
depois, mas no exato instante em que ele chega. Isto é aquela velocidade
com a qual o corpo chega a sua posicéo final, e com a qual o movimento
cessa. De forma semelhante, por razao final das quantidades evanescentes,
deve-se entender a razdo das quantidades nem ante, nem depois de
desaparecerem, mas aquela com a qual elas desaparecem. Igualmente, a
primeira razdo de quantidades nascentes € aquela com a qual elas
comecam e deixam de ser (ou sdo aumentadas ou diminuidas). H& um
limite que a velocidade no final do movimento pode atingir, mas né&o
exceder. Essa é a velocidade final. E existe um mesmo limite em todas as
guantidades e proporcdes que comegam e deixam de ser. E uma vez que
tais limites sdo certos e definidos, determina-los é um problema
estritamente geométrico. Mas o que for geométrico, pode ser utilizado para
determinar e demonstrar qualquer outra coisa que também seja
geomeétrica.”

Sobre a algebrizacdo da geometria, jA em desenvolvimento na época, Newton tenta
justificar a sua técnica na resolugéo de seus limites, ainda no Principia.

Pode-se ainda objetar que se forem dadas as razées finais de quantidades
evanescentes, suas grandezas finais também serdo dadas; e, assim, todas
as quantidades consistirdo de indivisiveis, 0 que contraria 0 que Euclides
demonstrou no que se refere a incomensuraveis, no décimo Livro de sues
Elementos. Mas essa objecdo estd fundamentada em uma falsa hipotese.
Pois aquelas razdes finais com as quais as quantidades desaparecem nao
sdo verdadeiramente as razdes das quantidades finais, mas os limites para

% René Descartes (1 de marco de 1596 — 11 de fevereiro de 1650) foi um filésofo, fisico e matemético
francés. Durante a Idade Moderna, também era conhecido por seu nome latino Renatus Cartesius.
Notabilizou-se sobretudo por seu trabalho revolucionario na filosofia e na ciéncia, mas também
obteve reconhecimento matematico por sugerir a fusdo da algebra com a geometria - fato que gerou
a geometria analitica e o sistema de coordenadas que hoje leva o seu nome. Por fim, foi também uma
das figuras-chave na Revolucédo Cientifica. Descartes, por vezes chamado de "o fundador da filosofia
moderna" e 0 "pai da matematica moderna".

% |bid., p.22.
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0s quais as razbes de quantidades, diminuindo sem limite, sempre
convergem; e dos quais elas se aproximam mais do que por qualquer
diferenca dada, mas nunca além dela, nem de fato a alcancam, até que as
guantidades sejam diminuidas in infinitum. Isso parecerda mais evidente em
guantidades infinitamente maiores. Se duas quantidades, cuja diferenca é
dada, forem aumentadas in infinitum, a razéo final dessas quantidades
estara dada, isto é, a razdo de igualdade. Mas ndo segue dai que as
préprias quantidades finais ou maiores, das quase aquela é a razéo, sejam
dadas. Portanto, se no que segue, para ser mais facilmente compreendido,
eu vier a chamar as quantidades de minimas, evanescentes ou finais, ndo
se deve considera-las quantidades de qualquer grandeza determinada, mas
deve-se concebé-las como quantidades que estdo sempre diminuindo sem
fim.

Em outras palavras, o que Newton constréi no texto acima, € um método para

trabalhar com quantidades infinitamente pequenas, onde se temos duas quantidades
infinitamente pequenas, e elas estdo em uma rota direta em direcbes opostas, e tendem a
se encontrar, entdo em determinado tempo elas serdo indistinguiveis, isto é, serdo iguais.
Esse método é o que hoje a analise padrdo entende pela definicdo de limite de uma fungéo
real, mas notamos a dificuldade de Newton em definir esses tais numeros infinitamente
pequenos, mas que nao sdo iguais a zero, e que entendemos que mesmo habilmente feito.

Newton se exime da obrigagdo de definir tais ndmeros, em funcdo de uma
dificuldade epistemoldgica clara ou diriamos até, pela auséncia desses numeros na época,
ja que entendemos que tais numeros eram os infinitesimais como Leibniz tentou definir,
Weierstrass pensou finalmente ter formalizado e que Abraham Robinson o fez de forma
matematicamente satisfatoria.

Newton precisava fundamentar uma das bases do seu tratado na fisica, que era a
ideia de velocidade instantanea, e evitar cair em um possivel paradoxo, j4 que o conceito de
velocidade média, isto €, a velocidade de um mével em determinado espaco percorrido ja se
aproximara Aristoteles com a ideia de mais rapido, onde de acordo com (Peter Damerow et
al., p.15), ele teria afirmado que

1. O mais rapido de dois corpos percorre mais espago ho mesmo tempo.
2. O mais rapido de dois corpos atravessa 0 mesmo espaco em menos tempo.

A “velha definicao” é presumivelmente a de Aristételes
Em todos 0s casos em que uma coisa estad em movimento com velocidade
uniforme ... se tomarmos uma parte do movimento que seja comensuravel

com o todo, todo o movimento é completado em tantos periodos iguais

guantos fazem parte do movimento. (GALILEU, 1989) (Traducdo nossa).
A definicdo de Galileu remove a restricdo de comensuraveis. Arquimedes néo definiu
movimento uniforme em nenhuma circunstancia. Entdo em Galileu podemos na linguagem
atual definir velocidade média em um percurso As, como sendo a razdo entre a distancia

percorrida pelo tempo transcorrido.
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Newton obviamente foi provavelmente o cientista que mais contribuiu para a criacao
do Calculo Diferencial, afinal embora tenha aparentemente se esquivado da obrigacdo de
definir os infinitesimais, foi capaz de construir os conceitos sobre as derivadas, sobretudo
sobre algumas indeterminacdes das derivadas que puderam ser brilhantemente exploradas
mais tarde.

Embora Galileu tenha se aproximado muito de tal feito, a concepc¢éo de velocidade
instantanea ainda hoje é a que Newton descrevera, a menos da linguagem e a simbologia
que é atual, como vemos no volume | Mecanica, Fundamentos de Fisica de Halliday e
Resnick pagina 19:

“A velocidade em um dado instante é obtida a partir da velocidade média reduzindo o
intervalo de tempo At até torna-lo préximo de zero. A medida que At diminui, a velocidade
média se aproxima de um valor-limite, que é a velocidade instantanea:

- Ax_dx
V=S ar T dr

Observe que v é a taxa com a qual a posicao x esta variando com o tempo em um
dado instante, ou seja, v é a derivada de x em relagao a t.”

Nota-se nos escritos de Newton que a ideia de infinitésimos e a relagdo geométrica o
incomodava, e mesmo com as diversas criticas que recebeu por de certa forma evita-los em
prol da funcionalidade da sua mecanica, Newton continuou os evitando

Newton ndo se sentia a vontade com os infinitésimos que, a seu ver, tinham
credenciais geométricas duvidosas, e tentou elimina-los por meio da ideia
de velocidade instantanea [...] (COHEN; WESTFALL, 1981).

O ponto principal na inconsisténcia matematica de Newton, no que tange o calculo
diferencial se manifesta nas duvidas dele préprio, jA& que embora quase sempre utilizou o
que podemos chamar de “método geométrico de magnitudes infinitamente pequenas”, ndo
se sentia a vontade com isso, fazendo com que néo procurasse definir tais nUmeros, como
feito por Leibniz, ou quem sabe assim como Robinson, entendesse que tais numeros n&o
fariam parte do escopo dos nimeros reais, trazendo assim mais um conjunto de nimeros
irreais ou como proposto nesse estudo, nimeros hiper-reais.

Na obra “Quadrature of Curves”, Newton parece abandonar a ideia de nUmero muito
pequeno, definindo agora o seu método das fluxdes, que acompanha desde entdo a sua
teoria do célculo, e escreve ja no primeiro paragrafo da introducéo do tratado:

Considero as quantidades matematicas neste lugar ndo como consistindo
de partes muito pequenas; mas como descrito por um movimento
continuo. As linhas sdo descritas e, portanto, geradas néo pela aposicédo de
partes, mas pelo movimento continuo de pontos; superficies pelo
movimento das linhas; sélidos pelo movimento de superficies; angulos pela
rotacdo dos lados; porcBes de tempo por um fluxo continuo: e assim em
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outras quantidades. Essas géneses realmente acontecem na natureza das
coisas e sao vistas diariamente no movimento dos corpos. E desta maneira
0s antigos, desenhando linhas direitas méveis ao longo de linhas direitas
imoveis, ensinaram a génese dos retangulos. (NEWTON, 1745, sem
numeracao).

E ainda reforga dizendo que:
Busquei um método para determinar quantidades a partir das velocidades
dos movimentos ou incrementos, com 0s quais sao geradas; e chamando
essas velocidades dos movimentos ou incrementos de fluxbes, e as
grandezas geradas de fluentes. Cai gradualmente no método das fluxdes,
gue usei aqui na quadratura das curvas, nos anos de 1665 e 1666.
(NEWTON, 1745, sem numeracao)

Podemos ver claramente que Newton, mesmo se negando a utilizar os nimeros
muito pequenos, ou infinitesimais, parece preocupado com a falta de rigor matematico de
sua teoria, quando logo apos descrever o seu método, escreve: “Os menores erros em
gquestdes matematicas ndo devem ser negligenciados.”. Mesmo assim, de acordo com
Eves (2011) “Newton fez numerosas e notaveis aplicagdes de seu método dos fluxos.
Determinou maximos e minimos, tangentes a curvas, curvaturas de curvas, pontos de
inflexdo e convexidade e concavidade de curvas; aplicou-o também a muitas quadraturas e
retificacdes de curvas.”

O “erro” apontado por muitos de seus criticos se da justamente porque Newton, em
Gltima analise, trabalha com gquantidades simultaneamente tdo proximas de zero que se
pode pensar nelas como zero, mas ao mesmo tempo impedidas de serem zero, e operacdes
“ditas” possiveis de eliminar este problema n&o eram conhecidas em sua época, ele apenas
as consideravam iguais a zero quando nao geravam algum tipo de problema algébrico e
zero em todo o resto do tempo, e a falta de uma justificativa clara para isso, bem como os
guestionamentos sobre a teoria moderna dos limites, nos levam ao descrédito no rigor
matematico da teoria, ainda que nao haja uma refutacdo dos resultados numéricos obtidos.

Newton indiscutivelmente foi um génio e sempre trouxe a discussdo a questao da
aparente ndo realidade dos numeros muito pequenos, parece deixar claro que se nao
acredita na existéncia de tais, prefere falar sempre do método e dos resultados com seu
método das fluxBes e seus resultados em forma de limite, ainda fazendo mencédo aos
infinitesimais de Leibniz, que pensava também ndo ser a resposta para a questdo
complicada que acompanha o ser humano ha milénios:

Este método [das fluxBes] deriva imediatamente de sua préopria natureza,
ndo de indivisiveis, diferengas leibnizianas ou quantidades infinitamente
pequenas. Pois nado existem quantidades primeiras nascentes ou
guantidades Ultimas evanescentes, existem somente razdes primeiras de
guantidades nascentes e razbes Ultimas de quantidades Ultimas
evanescentes (NEWTON, 1714, Philosophical transactions, In: MP-3, p. 17-
18).
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Nas palavras do proprio Newton, hd uma recusa aos infinitesimais, que entendemos
ser um dos maiores problemas na matemética diferencial deste, onde em algumas cartas
enviadas por ele fala sobre a disputa ndo s6 sobre quem teria criado primeiro, mas em
relacdo a base matematica utilizada por ele e pelo seu rival Leibniz, como em Commercium
Epistolicum Collini Et aliorum, De analysi promota, de 1715, onde escreve na terceira
pessoa quando fala de si, embora seja sabido que o texto é de sua autoria. Newton
incialmente defende que a simbologia utilizada por ele é anterior ao que Leibniz apresenta
em suas obras

O Sr. Leibniz ndo tem Simbolos de Fluxdes em seu Método, e portanto, os
Simbolos de Fluxdes do Sr. Newton sdo os mais antigos do tipo. O Sr.
Leibniz comecou usar os Simbolos de Momentos ou Diferengas dx, dy, dz
no ano de 1677. Sr. Newton representado Momentos pelos Retangulos sob
as Fluxdes e o Momento o, quando escreveu sua Analise, que foi pelo
menos quarenta e seis anos atras. O Sr. Leibniz usou os Simbolos Rx, Ry,
Rz para as Somas dos Ordenados desde o ano de 1686; Sr. Newton
representou a mesma coisa em sua Andlise, inscrevendo o Ordenado em
um Quadrado ou Retangulo. Todos os do Sr. Newton Os simbolos séo os
mais antigos em seus varios tipos por muitos anos. (WILKINS apud
NEWTON, 2002, p. 19).(traducéo nossa)

A base do céalculo de Newton se baseia em uma questdo de movimento, de uma
dindmica continua, que ele tem por base métodos anteriores de subdivisbes de areas e
volumes, como vemos pelos principios de Cavalieri, obviamente em sua interpretacdo de
uma mecéanica de movimento, e se distancia totalmente da tarefa de conceituar esse
continuo por meio dos numeros, e suas equacdes baseiam-se somente nos limites e
diferenciais, sem uma conceituacdo formal dos tais nimeros bem pequenos que seriam as
magnitudes infinitamente pequenas que ele utiliza ainda que ndo os conceba. Mais uma vez
em sua escrita isso se revela, tendo ele a clara intencdo de alegar que considerar tais
numeros, que chamamos de infinitesimais, e que Leibniz em algum momento da sua

trajetdria no célculo as vé como existentes ainda que para uma vantagem técnica

[...] o Método das Fluxdes, como usado pelo Sr. Newton, tem todas as
Vantagens do Diferencial, e algumas outras. [...]. Ndo temos Ideias de
Quantidades infinitamente pequenas e, portanto, o Sr. Newton introduziu
Fluxions em seu método, para que ele pudesse proceder por quantidades
finitas tanto quanto possivel. E mais Natural e Geométrico, porque
fundamentado no primae quantitatum nascentium rationes, que tém um Ser
em Geometria, enquanto Indivisibles, sobre os quais 0 O Método Diferencial
esta fundado, ndo tem Ser nem na Geometria nem na Natureza. Elas sao
primee quantitatum nascentium rationes, mas ndo quantitates primae
nascentes. Natureza gera Quantidades por Fluxo ou Aumento continuo; e
os antigos gedmetras admitiram tal uma Geragdo de Areas e Sdlidos,
guando desenhavam uma Linha na outra por Movimento local para gerar
uma area, e a area em uma linha por movimento local para gerar um sélido.
(WILKINS apud NEWTON, 2002, p. 19) (traducdo nossa)
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Newton fundamenta o seu método dos fluxos, como em um estudo cinemaético, onde
uma quantidade, como a abscissa de um ponto movel, cresce de forma constante, tornando
assim a curva continua, se pensamos no tempo como continuo, em um fluxo constante. Por
Eves (2011, p. 439) “Essa taxa de crescimento constante de alguma fluente € o que ele

chamava fluxo principal, podendo o fluxo de qualquer outro fluente ser comparado com esse

fluxo principal. Newton indicava o fluxo de y por Yy e assim por diante. Por outro lado,

denotava o fluente de y pelo préprio y no interior de um pequeno quadrado, ou as vezes por

1

Quanto a questdo dos infinitesimais, nunca considerados por Newton, ele cria um
conceito denominado momento de um fluente, que concebe a ideia de um incremento

infinitamente pequeno sofrido por um fluente como x, em que usou o simbolo o e o fluente

de x por ;<o, onde considera que esse incremento 0 possa ser desprezado sempre que
possuir poténcia maior ou igual a 2, e assim obtendo uma equagéo em fungcdo apenas de x
ey, caracterizando assim a tdo criticada forma de seu meétodo, ja que 0 € maior que zero e
igual a zero sempre que conveniente.

De acordo com Bueno (2021), Newton ndo publicou diversas de suas descobertas
para evitar criticas ao seu trabalho, e varias dessas descobertas relacionadas ao Calculo
Infinitesimal ficaram desconhecidas por cerca de 50 anos, e provavelmente apenas Isaac
Barrow tivesse conhecimento sobre essas descobertas.

Em 1669, um dos seus artigos, intitulado De analysi per aequationes numero
terminorum infinitas, que trata das séries infinitas e suas aplicagfes para calculo da area, foi
enviado por Barrow a seu amigo John Collins (1625-1683), em Londres. A partir de entdo,
Newton comecou a ser percebido. (BUENO, 2021, p. 23).

Nessa obra, Newton dizia que se houvesse uma abscissa x e uma ordenada vy, de

forma que a area abaixo da curva fosse dada por:

n mn
z= ax "
m+n

Entdo, se 0 momento de variagdo da abscissa fosse o0, a nova abscissa seria x + 0, e

a nova area:

m+n

a(x+0) "

Z+0y= ——

Aplicando o seu teorema binomial, dividindo a expressdo por o e descartando os

termos contendo o, Newton encontrava:
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m
y=ax"

Ou seja, afirmava que, se uma area fosse dada por:

n mn
Z= ax "
m+n

Entéo, a curva que origina essa area seria denotada por:

m

y=ax"
Além disso, de forma inversa, Newton argumentava que, se a base AB de uma curva
AD for perpendicular a ordenada BD, de acordo com a Figura, e ainda, se AB for chamado
de x e BD de y, com a, b, ¢ ... sendo quantidades dadas e m e n inteiros, entdo, se

m

y=axX" , a area de ABD sera®:

n m+n
Area= ax "
m+n

Figura 5: Area sob a curva por Newton

"

D

A B

(EVES, 2011, p. 428)

To find the Bafe from the Length of the Curve given.

45. If from the Arch «D given the Sine AB
was required ; I extract the Root of the Equation
found above, wiz, = =x 4 (x¥ 4 ast
+53x7 (it being fuppofed that AB—=ux, 2D =z2,
and Ae —1) by whichI find x =2 — {23 4
vied — 5% + TeiTEsR’ &e.

46. And moreover if the Cofine AR were
required from that Arch given, make A8 (=
Vi—xx) = 1— iz 4 Lt — 128

L] LI R L
9% Fo1Ted TeriresR’S e

Série de Newton para seno e cosseno (1669)
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Newton escreveu De Analysi (1669) para reivindicar a prioridade do método de
analise usando séries infinitas. O procedimento deste método é expandir a derivada ou a

diferencial de uma quantidade procurada em uma série infinita da forma

ﬂ
D ax™
i

e, em seguida, obter a quantidade por integracéo termo a termo. (OSADA, 2021, p. 32)

Newton apenas considera o movimento, mas ainda nao esclarece a questdo da
divisdo por zero em seus limites, onde os usa como zeros ou diferentes de zero quando
conveniente, 0 que destacamos ser um problema na teoria tanto de Newton quanto de
Leibniz, mas que ao menos por Leibniz foi considerado um ndamero, ainda que algum tipo de
numero ideal, j& que embora Leibniz tenha dito que séo fic¢des Uteis, os considerou, criando
um método puramente matematico-geométrico, e nao fisico.

Alfred Rupert Hall foi um historiador da ciéncia britanico, que editou uma colecéo de
artigos cientificos ndo publicados de Isaac Newton e de correspondéncias do mesmo, e no
livro De Galileu a Newton, afirma que no livio O Analista de George Berkeley, escrito no
século XVIII, faz duras criticas ao Método das Fluxdes que fundamenta o calculo de Newton,
e diz que estd incorreto pois baseia-se em uma espécie de jogo matematico dos ndmeros
muito pequenos. Berkeley questiona o fato de Newton obter as suas derivadas inicialmente
incrementando a funcdo de um valor infinitesimal &, depois da execugéo algébrica de

f(x+8)—f(x)
8

E levanta a questdo, porque & nao seria desprezivel no inicio do célculo, visto que

, ele dizia ser & muito pequeno portanto, muito proximo de zero.

era tdo pequeno? E ele mesmo respondia que seria porque se assim fosse, o céalculo ndo
funcionaria. Para Berkeley, tomar & igual a zero resultaria na indeterminacdo do zero
dividido por zero, e assim seria melhor ignorar tal situacdo para o bem dessa nova
matematica, entdo Newton usaria estratagemas para que o seu calculo funcione, e possa
assim construir a sua fisica, mas que para Berkeley vota contra a credibilidade dessa
criagéo.

Alguns de seus contemporaneos, especialmente o bispo George Berkeley
(1685-1753) na Inglaterra e Michel Rolle (1652-1719) na Franca,
reconheceram o0s problemas nos fundamentos do calculo. Rolo, para
exemplo, disse que o calculo era “uma colegéo de falacias engenhosas”, e
Berkeley ridicularizou quantidades infinitamente pequenas, uma das noc¢des
basicas do célculo inicial, como “os fantasmas de quantidades que
partiram.” Tanto Berkeley quanto Rolle admitiram abertamente a praticidade
do célculo, mas desafiaram sua falta de fundamentos rigorosos. [...] 0s
colegas de Rolle na Academia de Paris acabaram por convencé-lo mudar
de ideia, mas Berkeley permaneceu cético por toda a sua vida. (BRADLEY,
2009, prefacio dos tradutores) (tradugdo nossa).
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Apdés o conhecimento do calculo de Newton e Leibniz, diversos mateméaticos
tentaram comprovar ou falsificar seus métodos, criando métodos baseados nas suas teorias,
ou como acontece até os dias atuais, nega-los ou confirma-los, ainda que
metodologicamente, como o caso relatado por Roque:

O matemético escocés Colin MacLaurin propds, em 1742, uma resposta
inspirada nos argumentos geométricos e cinematicos de Newton na qual
rejeitava os infinitesimais. Seus argumentos traziam de volta, por exemplo,
as demonstracgdes indiretas, por dupla contradicdo, usadas por Arquimedes.
Ele desprezava a algebrizacao e erigia a técnica geométrica de encontrar
limites como base do célculo, apesar de nem definir o que séo limites nem
as regras para operar com eles. (ROQUE, 2012, p. 315).

Mesmo com as contribuicBes de diversos matematicos durante os séculos seguintes
a Newton e Leibniz, tais infinitésimos ainda perduram como um desafio ao rigor matematico
e os varios trabalhos sobre as analises nao-standards, como a de Robinson e outros,
parecem estar finalmente na solugdo de tais incOmodos. E ainda se pde a questdo
matematica e epistemoldgica, como em Bradley (2009) “Ao longo dos anos, trés principais
escolas de pensamento desenvolvidas: infinitesimais, limites e algebra formal de série.”
(traducéo nossa).

Newton e suas fluxdes procura evitar os infinitesimais e trabalhar apenas com uma
vaga noc¢ao de limites, e faz de seu calculo algo da dindmica fisica, enquanto Leibniz nunca
considerou limites, e aproximou o seu célculo da geometria e da logica, por visto por muitos
como tendo alcancado um sucesso enormemente maior do que Newton, na questédo
matematica do célculo, de quem agora faremos um estudo sobre as suas questbes
fundamentais e da sua matemaética.

Destacamos a profunda admiracdo dos autores deste estudo as descobertas deste
brilhante cientista, e como ndo poderiamos falar de uma forma mais clara sobre a grande
mente que temos a oportunidade de estudar sobre os seus trabalhos e a chance de gozar
dos conhecimentos trazidos por ele, trazemos o texto abaixo por Eves (2011, p. 441) em
apud a algumas personalidades ilustres em homenagem a Newton:

Sua grandeza foi reconhecida por juizes de elevado quilate cientifico, como
Leibniz, que nobremente lhe prestou um tributo dizendo: “Tomando a
matematica desde o inicio do mundo até a época em que Newton viveu, 0
que ele fez foi, em grande escala, a metade melhor’. E ha também a
observacdo de Lagrange considerando Newton o maior génio de todos os
tempos, e também o mais feliz, pois s6 ha um sistema do Universo e coube
a ele o privilégio de institui-lo. Suas realizagbes foram expressas
poeticamente por Alexandre Pope nos versos

A Natureza e as leis da Natureza jaziam ocultas na noite;
Deus disse, Faca-se Newton’, e a luz se fez.

4.5 A MATEMATICA DE LEIBNIZ NO CALCULO INFINITESIMAL
De acordo com biografia de Gottfried Leibniz, em 1973, também em misséo

diplomatica, visitou Londres, tendo apresentado na Real Academia de Ciéncias a sua



114

maquina de calcular mecancica, com as quatro funcdes, adicao, subtracdo, multiplicacao e
divisdo, e foi capaz de fazer célculos mais facilmente e rapidamente, que podemos dizer que
foi uma evolugdo que nos leva até os dias atuais, com maquinas eletrdnicas, incrivelmente
precisas e simples, e capazes de tratar incriveis operacdes e resultados. Esta, para além de
somar e subtrair, 0 que ja a pascalina, criada por Blaise Pascal (1623 — 1662), conseguia,
efetuava também multiplicacbes e divisbes, Leibniz foi capaz de tal criacdo sem
precedentes.

Ocasionalmente, surgia uma curva nao algébrica, como a cicléide (roulette)
investigada por Descartes e Blaise Pascal: o Traité général de la roulette
(1658), de Pascal, parte dum folheto publicado com o nome de A.
Dettonville, teve grande influéncia no jovem Leibniz. Neste periodo, varios
aspectos caracteristicos do calculo infinitesimal comecaram a aparecer.
(STRUIK, 1992, p. 168)

Leibniz sempre procurou criar uma linguagem simbdlica universal que pudesse
expressar conceitos da ciéncia, matematica e metafisica, com uma metodologia proficua,
designando assim uma légica de célculo universal.

As pesquisas de Leibniz em torno de sua characteristica generalis levaram-
no a conceber planos de uma teoria da légica matematica, estruturada em
regras formais, que obviaria as necessidades do raciocinio. embora seu
sonho somente agora tenha atingido um nivel de realizagdo perceptivel,
Leibniz conseguiu, em terminologia corrente, formular as principais
propriedades da adicdo, multiplicacdo e negacéo logicas, considerou a
classe vazia e a inclusédo de classes e notou a semelhanga entre algumas
propriedades da inclusédo de classes e a implicacdo de proposicdes. (EVES,
2011, p.443)

Leibniz se dedicou a matematica tarde, apenas a partir de 1672 sob a tutela de
Christiaan Huygens e ndo teve um estudo formal de matematica assim como teve em
filosofia e ao direito, nesse Ultimo obtendo grau de doutor em 1666, e seu viés filosoéfico e a
vontade de descrever uma simbologia universal podem ter contribuido para um olhar mais a
frente em relacdo ao célculo, e uma metodologia menos presa aos procedimentos dos
matematicos anteriores, permitindo a Leibniz, por exemplo, ter um tratamento menos tenso
sobre os infinitesimais, mas que por outro lado pode té-lo levado a erros pelo mesmo
motivo, como relata Bardi:

Ele tinha uma incrivel tendéncia para a matematica, e sua falta de
treinamento formal nessa matéria provavelmente o ajudou no longo prazo
por contribuir para a originalidade do seu trabalho {embora possa té-lo
prejudicado, também no longo prazo, visto que a falta de treinamento
também o predispds a cometer deslizes). (BARDI, 2008, p.89)

Leibniz logo mostrou uma aptiddo enorme para a Matemética e logo obteve diversos
resultados importantes, como cerca de um ano apds 0s seus estudos iniciais na matemaética,
como vemos por Bardi (2008):

Erros a parte, pelo final de 1673 Leibniz havia desenvolvido um método
para usar uma série de numeros racionais para achar a solucdo de um
problema que havia incomodado seus contemporaneos por anos a fio — a
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guadratura do circulo, isto €, um quadrado com area igual a de um circulo.
Huygens comentou a solu¢do de Leibniz como sendo “muito bela e bem-
sucedida”. (BARDI, 2008, p. 89).

Ele tornou-se também membro da Real Academia das Ciéncias de Londres, onde se
dedicou a estudar matematica, e principalmente geometria, ele é um precursor de uma
linguagem simbdlica, e é autor de diversas simbologias ha matematica, na geometria, Eves
(2011, p. 388) “As palavras coordenadas, abscissa e ordenada, no sentido técnico que tém
hoje, foram contribuicdes de Leibniz em 1692” e também no calculo diferencial e integral:

Leibniz inventou o seu calculo entre 1673 e 1676. usou pela primeira vez o
simbolo de integral, um S alongado, derivado da primeira letra da palavra
latina summa (soma) em 29 de outubro de 1675. O objetivo era indicar uma
soma de indivisiveis. Algumas semanas depois ele ja escrevia diferenciais e

derivadas como o fazemos hoje, assim como escrevia fy dx e fx dy
para integrais. (EVES, 2011, p. 443).

O contato com trabalhos de diversos matematicos nesse curto periodo de tempo fez
com que Leibniz pudesse fazer associacbes e generalizacfes que sdo a base do seu
célculo e da admiracdo de todos pela sua genialidade, e percebera que o problema das
tangentes e das quadraturas estavam intimamente ligados pelas diferencas infinitamente
pequenas, os infinitesimais, como confirma (BARDI, 2008, p. 89) “Isso nao era tudo. Leibniz
percebeu que o trabalho de Pascal (sobre os indivisiveis) podia ser combinado com a regra
para a tangente de Sluse® e aplicado a qualquer curva geométrica, e no apenas ao circulo.
Foi isso o que o levou ao calculo.”.

Nessa época Leibniz teve contato com varios estudos de varios matematicos, como

o trabalho acima citado de Pascal®

como vemos por Boyer, (1974, p. 294) “De seus estudos
sobre séries infinitas e o triangulo harmdnico Leibniz se voltou para a leitura das obras de
Pascal sobre a cicloide e outros aspectos da andlise infinitesimal (termo moderno usado por
Boyer).”.

Muito da controvérsia sobre o verdadeiro criador do Calculo, Newton ou Leibniz, de
deu pelo fato de que Newton ndo publicou alguns de seus trabalhos sobre o tema, e que
Leibniz que comegou a estudar matematica tardiamente, teve contato com alguns escritos

sobre o assunto, inclusive de Newton, embora provavelmente ndo tenha influenciado seus

% René de Sluse, (1622 — 1685), criou um método mais sofisticado do que seus predecessores, para
obter retas tangentes a curvas, porém assim como eles, o limite deve ter sido usado numa etapa
critica. Mas nenhum deles percebeu a necessidade de formular uma teoria sobre os limites, e
utilizaram apenas alguma técnica perspicaz para chegar aos resultados.

% pascal foi tdo longe ao comparar os indivisiveis da Geometria com o zero da Aritmética, que tal
ideia s6 foi completamente concebida e compreendida por Leonhard Euler (1707-1783), décadas
mais tarde. Nessa ideia, a area abaixo de uma curva era concebida como a soma de um nuamero
indefinido de retangulos infinitamente finos, diferindo da area original por uma quantidade que poderia
ser tornada menor que qualquer outra quantidade dada.(BUENO, 2021, p. 15).
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escritos, ja que pelo seu pouco conhecimento do tema, ndo deva ter percebido a relacao
entre os tais escritos e as suas descobertas, como vemos em Bueno (2021):

Na sua viagem de Paris a Hannover, Leibniz passou por Londres. Em sua
breve estada na capital inglesa, o jovem alemao visitou hovamente a Royal
Society e, com o assentimento de John Collins, teve acesso a dois
documentos da biblioteca da instituicdo: De analysi, de Newton, e Historiola,
do proprio Collins, que continha um resumo da Matematica britanica da
época. Todavia, Leibniz provavelmente nao percebeu que as séries infinitas,
sobre as quais se debrucava o método de Newton, eram, de certa forma,
equivalentes ao seu método diferencial, que acabou surgindo no mesmo
periodo. (BUENO, 2021, p.26-27).

Boyer continua relatando, o que h& mais de 2000 anos o0os matematicos néao
perceberam, a relacdo entre o problema das tangentes e da quadratura(area), estéo
relacionados e pela primeira vez isso é notado, e na figura de Leibniz, tal como vemos hoje
nos livros didaticos, o primeiro um problema de derivacdo e o segundo o0 seu inverso, um
problema de integracéao:

Em particular, foi ao ler a carta de Amos Dettonville sobre Traité des sinus
du quart de cercle que Leibniz diz ter uma luz jorrado sobre ele. Percebeu
entdo, em 1673, que a determinagéo da tangente a uma curva dependia da
razdo das diferencas das ordenadas e das abscissas, quando essas se
tornavam infinitamente pequenas, e que as quadraturas dependiam da
soma das ordenadas dos retangulos infinitamente finos que formam a area.
[...]Jna geometria os problemas de quadratura e tangentes, dependendo de
somas e diferengas respectivamente, sdo inversos um do outro. (BOYER,
1974, p. 295).

Leibniz contribuiu ndo s6 na criacao do calculo mas também com diversos algoritmos
gue sustentam as técnicas matematicas e calculos necessarios para resolver os problemas
como equacgdes, diferenciacbes e integrais no Calculo Infinitesimal, como Eves(2011, p.
444) Também se deve a Leibniz a generalizacdo do teorema binomial para o teorema
multinomial, consistindo em fazer a expansao de (a + b + ... + n)', tendo Newton mostrado o
caso da expansao binomial antes, e ainda na regra de derivagcdo ou diferenciacdo de
produto de funcdes, conhecida até hoje como regra de Leibniz e utilizada ainda na forma
gue ele construiu:”A formula da derivada enésima do produto de duas fungdes (ver Exercicio
11.6) é conhecida em geral por regra de Leibniz.”(EVES, 2011, p. 443)

Exercicios 11.6:Se y = uv, onde u e v sdo funcdes de x, mostre que a

derivada de ordem n dey em relagdo a x é dada por
Essa é a conhecida regra de Leibniz. (EVES, 2011, p. 449)

n(N=1) .o, NO-DO-2) ..
2! 3

A busca de Leibniz por uma légica universal simbdélica, (EVES, 2011, p. 450)

y@ =uv® +nuv®™ + VO L+ uy,

Considera-se que Leibniz tenha sido o primeiro a cogitar seriamente dos beneficios de uma
logica simbodlica. Num de seus primeiros trabalhos, A Dissertatio de arte

combinatoria ("Dissertacdo sobre a Arte das Combinacbes" ou "Sobre a Arte
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Combinatdria")® , publicado em 1666, ele manifestou sua crenca na possibilidade de uma
linguagem cientifica universal, expressa num simbolismo reduzido e pratico que guiaria o
processo do raciocinio”.

Leibniz em Essay d’'une nouvelle Science des nombres” (Ensaio sobre uma nova
ciéncia dos numeros) cria uma nova ciéncia dos numeros, denominada “‘matematica
binaria”, que cria ja em 1679, onde todos os numeros poderiam ser representados por dois
digitos, zero e um, que como sabemos é a base da algebra booleana'®, dos sistemas de
circuitos eletrbnicos por Claude Shannon, da eletrdnica digital e computacdo moderna, o
gue enaltece o brilhantismo desse incrivel matemético.

Isto que certamente influenciou os seus trabalhos sobre o calculo, j& que quando
tivera contato com tais estudos ja tivera construido uma base matemética e logica, além da
filosofica que j& possuia, e embora houvesse estudado Aristételes, ndo compactuava com a
totalidade dos seus pensamentos, ja que procurava encontrar a ordem candnicas sobre as
verdades logicas, e que o levou a investigar o rigor das demonstracfes matematicas.

Se a demonstracao é o silogismo que prova a causa e 0 porqué, o universal
€ mais causa (0 que possui um predicado por si mesmo € por si mesmo a
causa da predicacdo; ora, o universal € um sujeito primeiro; a causa é,
portanto, universal). Por conseguinte, a demonstracdo universal é superior,
por demonstrar melhor a causa e o porqué. (ARISTOTELES, 1987, p. 87)

Em 1684, Leibniz publica o trabalho Nova methodus pro maximus et minimis,
itemqgue tangentibus, quae nec fractas nec irrationales quantitates moratur, et singulare pro
illis calculi genus*®, Conforme Eves (2011) “Seu primeiro artigo sobre o célculo diferencial
SO apareceu em 1684. Nele se define dx como um intervalo finito arbitrdrio e dy pela
proporcao dy: dx =y : subtangente”. Essa publicacao inicia o processo de criagcao do calculo
no mundo, e todas as suas aplicacdes, onde ele cria técnicas matematica, totalmente
original sobre os ndimeros muito pequenos e muito grandes, no que conhecemos como

célculo diferencial, e as “quantidade infinitamente pequena”, associada a uma variavel x.

* E uma versdo estendida de sua primeira dissertacdo de doutorado, escrita antes de o autor ter
empreendido seriamente o0 estudo da matematica. EJ Aiton, Leibniz: uma biografia . Hilger, Bristol,
1985.

199 Uma algebra Booleana pode ser definida com um conjunto de operadores e um conjunto de
axiomas, que sdo assumidos verdadeiros sem necessidade de prova. Em 1854, George Boole
introduziu o formalismo que até hoje se usa para o tratamento sistematico da légica, que é a
chamada Algebra Booleana. Diferentemente da algebra ordinaria dos reais, onde as variaveis podem
assumir valores no intervalo (—oo, +), as variaveis Booleanas s6 podem assumir um nimero finito
de valores. Em particular, na algebra Booleana de dois valores, cada variavel pode assumir um
dentre dois valores possiveis, 0s quais podem ser denotados por [F, V] (falso ou verdadeiro). Na
algebra Booleana, existem trés operacdes ou funcdes basicas. Sao elas, operacdo OU, operacéo E e
complementacdo. Todas as funcdes Booleanas podem ser representadas em termos destas
operacdes bésicas.

dxy = xdy + ydx

1! Nesse trabalho, Leibniz descreve as formulas, d(x/y) = (ydx—dy)/y?.

dx" = nx"*
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De acordo com Leibniz (2011, p. 388), “As palavras coordenadas, abscissa e
ordenada, no sentido técnico que tém hoje, foram contribuicdes de Leibniz em 1692.”, outra
contribuicdo de Leibniz a matematica se da por ter sido o primeiro a utilizar a palavra funcéo,
embora inicialmente com o objetivo de trabalhar a questdo da curva, e suas quantidades,
mas que evolui nas méos de outros matematicos até o que conhecemos hoje como o
conceito geral de fungéo, como podemos ver em Eves

A palavra funcdo, na sua forma latina equivalente, parece ter sido
introduzida por Leibniz em 1694, inicialmente para expressar qualquer
guantidade associada a uma curva, como, por exemplo, as coordenadas de
um ponto da curva, a inclinacdo de uma curva e o raio da curvatura de uma
curva. Por volta de 1718, Johann Bernoulli havia chegado a considerar uma
fungdo como uma expressédo qualquer formada de uma variavel e algumas
constantes; pouco tempo depois Euler considerou uma funcdo como uma
equacgdo ou férmula qualquer envolvendo varidveis e constantes. (EVES,
2011, p. 661)

Em relacdo ao problema das tangentes & uma curva dada em um ponto dessa curva,
ja discorremos sobre solu¢cdes com metodologias pouco praticas e presas a casos
especificos, com Newton e Leibniz isso se torna extremamente pratico e generalista, e suas
técnicas sdo bem similares, rendendo a Leibniz, a acusagéo por parte de Newton de que ele
teria roubado tal descoberta, Bradi apud Newton “Leibniz viu, com o apoio de Colins, uma
carta escrita por Newton que trazia uma explicacdo detalhada de sua regra para achar
tangentes — a inclinagdo de uma curva em qualquer ponto dado —, uma coisa que Newton
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viria mais tarde a afirmar que Leibniz havia roubado dele™™”, mas como podemos ver em

trechos de uma carta enviada a Newton intermediada por Oldenburg'®, Newton j& mostra
admiracdo pela qualidade dos trabalhos matematicos de Leibniz, e interesse pelos seus

escritos, aqui em apud por Bardi

7

O método de Leibniz para obter séries convergentes € sem divida
extremamente elegante e demonstraria suficientemente o génio do escritor
mesmo se ele nada mais escrevesse.” Newton também expressava agora
interesse em ver os resultados de Leibniz. Escreveu ele: “A carta do
excelentissimo Leibniz plenamente merecia, é claro, que eu lhe dessa esta
resposta mais extensa. E desta vez eu quis escrever com maior detalhe
porque ndo acreditava que suas ocupacdes mais absorventes devessem
ser interrompidas muitas vezes por mim com esta espécie de escrita um
tanto austera. (BARDI, 2008, p. 113)

Newton, por meio dessas cartas intermediadas Oldenburg, defendia que ele teria

criado o célculo muitos anos antes de Leibniz, por meio de seu conhecimento antigo sobre

192 AcusacBes contrarias também foram feitas, j& que Newton publica o seu célculo depois da

publicacdo de Leibniz, com uma notacéo diferente, mas com a mesma esséncia. Causas xenofdbicas
foram apontadas, na época, para essas acusacgdes de parte a parte, visto que Leibniz era aleméo
enquanto Newton inglés, como vemos em uma carta de Bernoulli a Leibniz “E uma caracteristica dos
ingleses invejar tudo de outras [nacdes] e atribuir tudo a eles ou a sua nacgéo (...) eu duvido que se
possa esperar deles [mesmo] apenas isto, que eles irdo reconhecer que Newton seja capaz de erro,
ou sequer que ele tenha se enganado em qualquer pormenor.”(BARDI, 2008, p. 228).

19 Henry Oldenburg (Bremen, ca. 1618 — 1677) foi um diplomata, teélogo e filésofo natural aleméo
gue se destacou em Inglaterra como o primeiro secretario da Royal Society.
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séries infinitas e outras descobertas, e Ihe enviou duas cartas conhecidas como Epistola
pior(Carta anterior) e Epistola posterior (Carta posterior), com 11 e 19 paginas
respectivamente, onde mesmo que de forma, muitas vezes, codificadas, mostrava ter o
conhecimento, e dando embasamento técnico para comprovar que era o verdadeiro criador
do célculo, como vemos por Bueno, (2021):

Ainda assim, com receio de que outros acessassem suas ideias
precursoras, Newton nao fez qualquer mencgédo explicita ao Calculo, mas
acrescentou uma referéncia codificada sobre o seu estudo: “preferi oculta-lo
assim 6accdae13eff7i319n404qrr4s8t12vx”. Essas frases secretas eram
compostas por caracteres codificados e ordenados. ApOs serem
apropriadamente traduzidos, esses simbolos resultam na seguinte
sentenca: “dadas em uma equagao as fluentes de qualquer nimero de
guantidades, encontrar as fluxdes e vice-versa”. Contudo, é provavel que
Leibniz ndo tenha conseguido ler essas linhas. (BUENO, 2021, p. 30)

Sobre a acusacdo de que Leibniz teria tido contato com o calculo de Newton, e
publicado, tomando para si a posicdo de criador, ndo seria a primeira vez que matematicos
chegam a mesmos resultados de forma independente, e devemos lembrar que as diferencas
tanto no ambito filos6fico quanto matematico sdo imensas, e 0 ponto quente da
inconsisténcia do célculo de Newton se d& pelo ndo formalismo do mesmo, ato que Leibniz
fora muito mais feliz, desenvolvendo uma légica simbdlica e ndo apenas argumentos
geométricos, 0 auge dessas diferencas mora no fato de que Leibniz nunca pensou na
derivada como um limite, e sim como chamamos hoje nos infinitesimais, que é a base da
formalizagdo de Weierstrass, e recentemente por Robinson.

A subtangente de Leibniz, em alguns casos, gera o0 que chamamos hoje de uma
indeterminacéo O/O e aprendemos a aplicar uma regra utilizando derivagdo, chamada regra

de L’'Hospital:

[...] foi com material fornecido por ele [Johann Bernoulli], num acordo
financeiro no minimo curioso, que o marqués de I'Hospital (1661-1704)
compds o primeiro texto de calculo a ser publicado. Foi assim que o
conhecido método de determinagdo da forma indeterminada 0/0 tornou-se
incorretamente conhecido, em textos posteriores de célculo, como regra de
I'Hospital*®.(EVES, 2011, p. 465).

Embora Leibniz seja conhecido principalmente nos bancos universitarios por ser um
dos criadores do célculo diferencial e integral, e a ideia dos infinitesimais, a sua obra € por si
mesma uma obra interdisciplinar de extrema importancia, jA& que o rompimento com a fisica

de Descartes, e a instauracdo da metafisica leibnizeana gerou reflexdes em diversas areas

%0 primeiro texto de calculo foi publicado em 1696; seu autor, 0 marqués de L’Hospital (1661-

1704), por um acordo singular, publicou as ligbes que recebera de seu professor particular, Johann
Bernoulli. Nesse livro encontra-se a chamada regra de L’Hospital, para determinar o limite de uma
fracdo cujo numerador e cujo denominador tendem simultaneamente para zero.
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da atividade humana, levou a criacdo de uma nova analise matematica, e conseguinte uma
nova légica matemética.

Leibniz foi acusado de ter tido contato com os escritos de Newton sobre o célculo,
em sua visita a Londres, e que de algum modo teria plagiado seu trabalho jA que embora
tenha algumas diferencas de cunho filoséfico e de linguagem, ambas possuem fundamentos
muito semelhantes, visto que ha analogias jA que “quociente diferencial” de Leibniz
assemelha-se bastante com a “fluxdo” de Newton, mas podemos dizer que isso so6
proporcionou mais um tempero nessa discussao, ja que o que realmente nos interessa séo
os desdobramentos dessas cria¢des para a humanidade.

A grande dificuldade que se apresenta ha mais de dois milénios sobre os
infinitésimos e os infinitos baseia-se no fato de que ndo podem ser fisicamente medidos, o
gue nos leva mais uma vez as discussdes sobre a metamatematica e a metafisica, ja que
assim como na crise dos incomensuraveis ditos irracionais, a solugcao foi epistemoldgica, e
nos levou a logica aristotélica mais uma vez com o principio do terceiro excluido e a pratica
matematica na qual provamos que se supomos A e encontramos uma contradi¢cdo entdo € B
e ndo abrimos a possibilidade de ser C.

A dificuldade em criar um tratado consistente sobre os infinitésimos pode estar no
fato de que a natureza deles é geométrica, mas € sabido que a simbologia criada para
interpretar as ideias podem levarnos a um conhecimento errbneo, uma aritmetizacéo se faz
necessaria, a fim de se ter um método matematico, e identificar os limites que o método
geométrico possui:

Leibniz aponta para as diferencas entre os métodos matematico e
geomeétrico, buscando demonstrar os limites deste dltimo. Apesar de sua
evidéncia logica e sua utilidade, a geometria ndo € suficiente para
enquadrar ou dar as diretrizes para o pensamento claro. As figuras
apresentadas pelo gedmetra possuem um limite intransponivel para Leibniz,
gue em dUltima instancia ndo conduzem as demonstragdes com um rigor
necessario. Tal limitacao, segundo Leibniz, seria dada pelo préprio traco do

gedmetra. (BONNEAU, 2016, p. 94).

Ainda em Bonneau, podemos ver a logica de Leibniz, e 0 seu sistema logico
simbdlico, e toda a preocupacao em limitar o método geométrico, mas reafirmar a figura do
matematico e sua epstemologia confidvel, em uma metodologia légico-geométrica-dedutiva.

Por isso, figuras e esquemas sdo aceitos por Leibniz, desde que nao
representem o resultado final de um saber. S&o meios que podem vir
auxiliar o encadeamento de ideias no seu propésito de formular
proposi¢des. E muito claro que o modelo que Leibniz utiliza, tanto para
criticar e aperfeicoar o procedimento geométrico, quanto para afirmar o seu
modo de raciocinar, € o0 matematico. BONNEAU, 2016, p. 96).

Os numeros irracionais causaram uma inquietagdo enorme entre os matematicos,
tanto quanto os infinitesimais de Leibniz, o que ainda ocorre embora em menor escala hoje,

e isso se da por uma razao analoga aos infinitésimos, nao se pode medir, e algo que ndo se
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pode medir s6 pode ser algo fora da razéo, fora do racional e dai o termo irracional, ou ainda
gue nas palavras de Mlodinow (2010, p. 37): Os pitagéricos chamaram tais comprimentos de
alogon, “nao racionais”, que hoje traduzimos como “irracional”’. Todavia a palavra alogon
tinha duplo sentido: significava também “nao deve ser falado”, algo que nao se deve falar, ja
gue além de nédo fazerem sentido fisico, vao contra a filosofia utilizada por eles, Pitagéricos
e seus seguidores. Eichenberger (2016) “E atribuida ao proprio Pitagoras a frase: “Tudo é

namero”.”.

Se um arquiteto projeta uma rampa que tenha uma base de 1 metro e um pé direito
de 1 metro, a rampa em seu projeto deve referir-se & um comprimento de v/2 m, mas como o

construtor civil ird medir uma rampa de /2 m, se ja fora provado tratar-se de um nimero
irracional, entéo ele cria uma solucéo técnica, mede com 1,41 m e resolve o problema que
se apresenta. Entdo assim como os infinitésimos, e os limites, “ndo deve ser falado”.

Pensamos que a andlise de Leibniz se mostrou mais adequada, e mais aproximada
com a realidade de um numero préximo de zero, porém ndo nulo, seja no ambito da
matematica seja no ambito da metafisica, embora ambos funcionem satisfatoriamente na
fisica, contudo também néao foi capaz esclarecer a que classe de nimeros essas entidades
matematicas pertenciam como vemos em Morris

Mesmo Newton e Leibniz ndo completaram o calculo. Na verdade, pode ser
um conforto para os alunos apenas comecando a trabalhar no célculo saber
gue Newton e Leibniz, dois dos maiores matematicos, nao compreendiam
completamente o que eles proprios haviam produzido. (MORRIS, 1908,
traducdo nossa).

Um dos pontos no trabalho de Leibniz que é visto como ponto de destaque em
relagdo ao trabalho de Newton é a linguagem mais formal utilizada, o que demonstra uma
preocupacdo maior com o rigor matematico e légico, enquanto Newton se preocupara mais

com os resultados na sua fisica.

“E desejavel ter alguma notagao curta para a afirmacédo de que avaliamos o
limite de como os valores de At se aproximam de 0. Podemos expressa-lo

. As
na forma abreviada por limys_,q "

Aqui lim é uma abreviacado de limite, a seta simboliza aproximacao e toda a expressao
significa o limite de % quando At se aproxima de 0.

° ds
Newton usou S . Leibniz usou E Ainda outra notagao s’ foi introduzida por Lagrange e
se a notagdo de Euler f(t) for usada entéo o limite é denotado por f'(t). Por isso

S
As quatro notagbes, S E’ s' e f'(t), sao idénticas em significado, mas todas ficam
aquém da perfeicéo.
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7

Segundo MORRIS, (1908, tradug¢do nossa), “O simbolismo de Newton € conciso,
mas pobre porque o ponto acima do s € muitas vezes esquecido; além disso ndo mostra

qual é a variavel independente.”

Leibniz, provavelmente pela sua crenca em uma filosofia racionalista, trata a ideia de
nameros infinitos ou infinitesimais com demasiado cuidado, mesmo porque para Leibniz
numeros sao “ideae intellectuales innatae” [ideias intelectuais inatas] procurando nao cair
em contradicdo em sua teoria 0s deixa em uma classe de ferramentas técnicas para uma
obra maior, que parecia a principio, o que realmente importava para ele

Entretanto, enganar-nos-iamos se imaginarmos um espac¢o absoluto que
seja um todo infinito composto de partes; ndo existe nada disso, € uma
no¢do que implica contradicdo, sendo que esses todos infinitos, bem como
0S seus opostos infinitamente pequenos, sdo de atualidade apenas nos
calculos geométricos, da mesma forma que as raizes imaginérias da
algebra. (LEIBNIZ, 1989, p.106)

O termo infinitesimais de Leibniz foi cunhado pelos leitores futuros dos seus
trabalhos, visto que numa clara proximidade com o conceito, ele ainda se ocupava da
preocupacdo em denomina-los sem defini-los formalmente, entdo vemos que ele os mostra

mas ndo os demonstra, e num discurso dominado pela ideia da metafisica

Nesse meio tempo, se esse estado instantdneo de transicdo pode ser
sustentado de uma qualidade futil para a igualdade, do movimento para o
repouso, da convergéncia para o paralelismo, ou similar em um sentido
rigoroso e metafisico, ou se algumas extensdes séo infinitamente maiores
gue outras, ou infinitamente menores que outros, sdo reais. (LEIBNIZ, 1947,
p. 43)(traducdo nossa).

E nos demonstra o seu racionalismo por uma técnica hipotético-dedutiva notoria, e
defende que questionamentos poderiam ou até deveriam ser feitos, contudo o fildsofo
acredita ndo ser necesséaria uma maior discussdo sobre o tema, mas mostra que a sua

matematica é baseada na ldgica e na razao, nao apenas na geometria

Confesso que pode ser questionado: e quem quiser discutir essas coisas,
cai em uma polémica sobre os versos metafisicos da composi¢céo continua,
dos quais ndo é necessario depender de fatos geométricos. De fato, é certo
gue uma linha interminavel pode ser de algum modo concebivel, e se algo
limitado por um lado pode ser adicionado a ela em ambos os lados. Mas se
uma linha reta desse tipo pode ser referida como um todo em um
computum(calculo), ou se pode ser colocada entre as quantidades pelas
quais é permitido usa-la para estimar, € outra questdo, que ndo é
necessario, discutir neste lugar. (LEIBNIZ, 1947, p. 43) (traducdo nossa).

Tanto Newton quanto Leibniz, enquanto Fil6sofos Naturais, lidam com uma filosofia
experimental, j& que procuram sistematizar fenébmenos da Natureza, por meio da ciéncia, e

se utilizaram, cada um em uma medida e um método, técnicas mateméaticas para alcancar
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0S seus objetivos, e isso se feito de forma imparcial pode nos levar a resultados confiaveis,
mas respeitando a uma ordem epistemoldgica, como vemos no texto

O contato experiéncia e matematicas desenvolve-se numa solidariedade
gue se propaga. Quando é a experimentacdo que traz a primeira mensagem
de um fenémeno novo, o tedrico tenta a todo o custo modificar a teoria
reinante para que ela possa assimilar o fato novo. Com esta modificacdo —
obviamente tardia — 0 matematico mostra que a teoria, com um pouco mais
de flexibilidade, deveria ter previsto a novidade. (BACHELARD, 1971, p.
119)

Como os numeros infinitesimais de Leibniz, e porque n&do dizer de Newton, nunca

foram abalados de forma aplicada, jA que nunca fora provado que n&o funcionam na pratica,
amos os autores do célculo ndo se sentiram derrotados pelo dilema desses nimeros que
foram causadores de tantas crises, sobretudo no que se refere ao rigor matematico, Leibniz
concerne a nogdo de niumeros bem pequenos, e ndo apenas os limites de Newton, o que faz
dele um légico melhor aos olhos do analistas, e bem préximo dos numeros hiper-reais de
Robinson.

Feito incrivel de Leibniz também se d4 em Em Novos Ensaios, livro Il, capitulo XIll,
faz uma alusdo ao conceito de distancia e uma aproximacao clara do conceito de Geometria
N&o-Euclidiana'®

Para falar mais corretamente, a distdncia de duas coisas situadas
(sejam pontos ou extensfes) é a grandeza da menor linha possivel que se
possa prolongar de um a outro. Esta distdncia pode ser considerada
absolutamente ou em uma certa figura, que compreende as duas coisas
distantes; por exemplo, a linha reta é absolutamente a distancia entre dois
pontos. Todavia, estando esses dois pontos em uma mesma superficie
esférica, a distancia desses dois pontos nesta superficie € o comprimento
do menor grande arco do circulo que se pode prolongar de um ponto ao
outro. (LEIBNIZ, 1989, p.92)

Embora ndo tenha dado uma formulagéo sistematica para tais nimeros, como nas
palavras de “Observe que Schubring [157, p. 170, 173, 187] atribui o primeiro uso
sistematico de infinitesimais como um conceito fundamental, para Johann Bernoulli (em vez
de Leibniz)” (KARIN USADI KATZ; MIKHAIL G. KATZ, 2011, p. 06) (Traducao nossa).

Na época de Leibniz ndo existia a logica simbdlica, e epistemologia que Robinson
usara em sua andlise ndo-standard, mas ele se aproxima muito disso quando entende o
namero como uma entidade separada do objeto, 0 que ndo era uma pratica semantica ou
sintatica comum na época, visto que na filosofia dominante ndo o permitia, ainda, mas o seu
conceito € o que usamos nos bancos universitarios até os dias atuais, e que em um futuro

proximo devera ser substituido pelo seu analogo robinsiano

1% Ora, as Geometrias n&o-euclidianas ndo sdo menos Geometrias do que a que comegamos a

estudar nos ginasios, embora ndo admitam o postulado acima enunciado, preferindo afirmar, como
Riemann, que “por um ponto tomado fora duma reta ndo se pode fazer passar nenhuma paralela a
esta reta”, ou entdo, como Lobatchewsky: “Por um ponto tomado fora duma reta, pode-se fazer
passar uma infinidade de paralelas a esta reta”. Trata-se, por conseguinte, de Geometrias igualmente
rigorosas, cada qual no sistema de suas referéncias. (REALE, 2002, p. 2).
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Serd suficiente, portanto, quando dissermos que infinitamente grande (ou
mais estritamente em finito) e infinitamente pequeno (ou quantidades
infinitesimais do conhecido por nds) sdo entendidos como infinitamente
grandes e indefinidamente pequenos alguém atribui, € menor do que aquele
gue ele mesmo tem atribuido. E como geralmente parece que o erro, por
menor e atribuido que seja, deve ser mostrado como sendo ainda menor,
segue-se que o erro é absolutamente nulo; era possivel que, do proprio fato
de um erro ser assumido, fosse inferido que nao houve erro. (LEIBNIZ,
1947, p. 43)(traducdo nossa).

Leibniz é extremamente feliz ao distinguir a realidade das coisas extensas, do

simbolo, ou do nimero, e se utiliza da gama de conhecimentos obtidos por outros nimeros
controversos na época, e quase que prevendo um futuro onde sem os nimeros imaginarios
nos ndo teriamos evoluido tanto em diversos ramos da ciéncia como do eletromagnetismo,
gue sequer era conhecido pela humanidade na época, ele entdo cria um calculo com
numeros infinitos e infinitesimais, do mesmo modo que vira as benesses da inclusao de uma
nova classe de nimeros na algebra, as raizes quadradas de nUmeros negativos.

Se alguém entende algum extremo, ou pelo menos rigorosamente o infinito,
pode fazé-lo, mesmo que ndo decida a controvérsia sobre a realidade das
coisas extensas, ou em geral, das coisas infinitas ou infinitamente
pequenas, ou melhor, ainda que pensa que tais coisas sao impossiveis;
pois sera suficiente para ser usado lucrativamente utilizado no calculo,
como as raizes imaginarias empregam com grande fruto para o Algebrista.
Por conterem um compéndio de raciocinios, é bastante claro que o método
j& mencionado é sempre rigorosamente verificado por mim. (LEIBNIZ, 1947,
p. 43) (traducdo nossa).

A chamada ciéncia moderna, e a epistemologia que vemos hoje, com as
demonstracBes, metodologias, que vemos hoje como fundamentacao teérica presente em
todos os artigos cientificos ndo era um pré-requisito na época, e embora Newton tenha
utilizado muitas técnicas mateméticas e Leibniz técnicas l6gicas, fato pelo qual ambos sao
muito reverenciados, a preocupacdo com a veracidade de resultados se mostrava em
primeiro plano, como Eves (2011) relata que

O célculo, apoiado pela geometria analitica, foi o maior instrumento
matematico descoberto no século XVII. Ele se mostrou notavelmente
poderoso e eficiente para atacar problemas inexpugnaveis em tempos
anteriores. Foi sua ampla e surpreendente aplicabilidade que atraiu o
grosso dos pesquisadores em matematica da época, resultando dai uma
profusédo de artigos pouco preocupados com o estado bastante insatisfatério
dos fundamentos do assunto. Os processos empregados eram
frequentemente justificados com o argumento de que eles funcionavam.
(EVES, 2011, p. 462).

Logo que os trabalhos sobre o célculo foram examinados por alguns pensadores,
criticas a ambos foram proferidas, em grande parte na forma de questionamentos filoséficos
inicialmente, contudo, no século seguinte problemas quanto a base matematica formalista
dos trabalhos foram cada vez mais observados e atacados.

E s6 perto do fim do século XVIII, quando muitos absurdos e contradi¢cdes
tinham-se insinuado na mateméatica, sentiu-se que era essencial examinar
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as bases da analise para dar-lhes uma fundamentacédo ldgica rigorosa.
(EVES, 2011, p. 462).

Mesmo o célculo de Leibniz sendo mais elegante e com uma simbologia e légica
mais apuradas do que de Newton, e a demonstracdo de que consegue trabalhar melhor com
a ideia dos infinitesimais e ndo s6 se apoiar em uma teoria ndo comprovada de limites tal
como Newton, Leibniz ndo foi capaz de definir tais infinitesimais, e que hoje pensamos que
mesmo 0S Seus sucessores, Vistos por muitoS como 0s que obtiveram sucesso nessa
empreitada, como Cauchy e Weierstrass. E da opinido dos autores deste trabalho que isso
s6 fora alcancado por Abraham Robinson, o que demonstra que foi necessario um
amadurecimento muito grande sobre a analise matematica, por meio da matemética pura,

gue durantes esses séculos mostraram-se detentora de tais formaliza¢des tdo aguardadas.
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5 A FILOSOFIA E A CIENCIA EMERGENTE

Na Historia das Ciéncias encontramos diversas teorias que em algum momento
estavam consideradas consolidadas, consistentes, verdadeiras e com o passar do tempo
foram de algum modo refutadas, melhoradas, substituidas, estendidas, falsificadas, ou até
aniquiladas, nas Ciéncias Humanas, Exatas, na Filosofia, Antropologia, Sociologia,
Psicologia, e sem receio de errar diriamos que em todas as areas de atuagdo humana.

Nosso trabalho teve até aqui, como um de seus objetivos, comparar algumas
concepcodes sobre diversos temas, com especial atencdo ao Calculo Diferencial e Integral, e
vemos nisso grande valia, ja que estamos discutindo a possibilidade de que o célculo criado
ha mais de trés séculos esteja com bases instaveis, sofrendo ataques diretos e
possivelmente se vendo em crise com a possibilidade de uma mudanca radical em suas
fundamentagfes, ainda que ndo nos resultados numéricos apresentados nestes séculos.

Obviamente é inegavel a magnificéncia do que esses gigantes conseguiram criar, € 0
impacto que suas obras tiveram no mundo. Ha um lugar especial no Hall da Fama da
histéria humana, para todos esses célebres pensadores, que desde a Antiguidade até os
tempos modernos de alguma forma contribuiram para a constru¢cdo de conceitos tao
complexos, de inimaginavel solucdo até as suas épocas.

Mas uma coisa aprendemos com a historia é que as coisas sempre mudam, e
acreditamos gue é a hora de algum tipo mudanca na Analise Matematica dos nimeros reais,
dominante nos Institutos de Matematica, mudancgas ontologicas e epistemoldgicas se fazem
urgentes e ndo podemos nos prender a preconceitos cientificos seja pela fé em tais
conceitos estabelecidos e admirag@o aos seus ilustres criadores ou pelo receio de participar
do processo de mudancas ou no sentido depreciativo do termo Revolucao.

Os feitos desses pensadores é de grande admiracdo, dentre outros motivos, o fato
de que foram capazes imaginar, intuir, sobre coisas a principio nada inteligiveis, e repletas
de paradoxos l6gicos, ja que transpuseram a fronteira do fisico ao metafisico, do objeto real
ao conceito ideal, o que s6 é possivel em algum grau do que entendemos por inteligéncia,
como Bergson (2001) descreve:

“...0s objetos, no modelo dos quais foram criados, constituem, reunidos, um “mundo
inteligivel” que se assemelha, por suas caracteristicas essenciais, ao mundo dos
sélidos,[...], mais faceis de manejar pela inteligéncia do que a imagem pura e simples
das coisas concretas; j& ndo sdo, com efeito, a propria percepcdo das coisas, mas a
representacdo do ato pelo qual a inteligéncia se fixa sobre elas.(BERGSON, 2001, p.
174)

A Geometria é o pilar principal das descobertas no célculo, visto que ele de certa

forma cria modelos algébricos para a interpretacdo geométrica, e ja antes com Descartes ja
haviamos iniciado o processo de algebrizacdo da geometria, feito ndo testemunhado antes,

mas a légica e a geometria podem andar de maos dadas, mesmo quando uma € uma
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traducdo simbolica da outra? Ser inteligivel é suficiente para garantir a consisténcia, ou sera
gue agora nos tornamos reféns dos nossos sentidos, e de uma inteligéncia sensitiva.

Acredita-se que a légica e a geometria, assim como Newton e Leibniz utilizaram em
seus métodos, podem gerar conceitos confiaveis, jA que nos permitem uma traducdo da
natureza, do real, por uma linguagem simbdlica sélida

Como esses simbolos derivam da consideracdo dos soélidos, como as
regras da composicéo desses simbolos entre sim ndo fazem muito mais que
traduzir as relagbes mais gerais entre sdlidos, nossa légica triunfa na
ciéncia que tem por objeto a solidez dos corpos, isto é, na geometria. Logica
e geometria engendram-se reciprocamente uma a outra, [...]. E da extenséo
de uma certa geometria natural, sugerida pelas propriedades gerais e
imediatamente percebidas dos sélidos, que a légica natural saiu. E dessa
l6gica natural, por sua vez, que saiu a geometria cientifica, que amplia
indefinidamente o conhecimento das propriedades exteriores dos solidos.
(BERGSON, 2001,174-175).

Uma critica a aritmetizacdo da geometria se da em funcdo do aparente
enfraquecimento da base l6gica da matemaética, sobretudo em relacdo aos numeros, as
magnitudes, a medida em relacdo ao objeto, visto que o nimero e a quantidade nao tém
uma distingdo rigorosa nessa nova matematica, o que dep&e contra o rigor do calculo criado
naguela ocasido, por Newton e Leibniz.

Quando Descartes e Vieta, pela introducdo da Geometria por coordenadas,
fizeram dessa aplicabilidade um postulado fundamental de seus sistemas,
um novo método foi fundado, que, embora frutifero de resultados, envolveu,
como a maioria dos avancos matematicos do século XVII, uma diminuicao
da logica precis@o e uma perda na sutileza da distingdo. (RUSSELL, 1997, p
157)(Traducéo nossa).

A maior parte das criticas recebidas por Newton e Leibniz eram ataques as suas
interpretacdes geométricas em seus célculos, que para muitos pareciam nado traduzir a
realidade em simbolos, mas sim um jogo algébrico-aritmético com uma tentativa de ludibriar
o leitor com uma interpretagdo geomeétrica aproximada, como o proprio Bergson alerta,
“Geometria e légica sédo rigorosamente aplicaveis a matéria. Nela, estdo em casa, podem
transitar por ela sem ajuda. Mas, fora desse territério, 0 puro raciocinio precisa ser vigiado
pelo bom senso, que é algo inteiramente diferente.” (BERGSON, 2001, p. 175).

Todo conhecimento cientifico para receber essa denominacédo precisa passar pelo
teste do embasamento metodologico e ndo se pode aceitar algo como verdadeiro sem
evidéncias claras disso, afinal como por Hessen (1980, p. 29) “O conceito de verdade
relaciona-se intimamente com a esséncia do conhecimento. Verdadeiro conhecimento é
somente 0 conhecimento verdadeiro. Um <conhecimento falso> n&o é propriamente

conhecimento, mas sim erro e ilusdo.”
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Entdo é logicamente necesséario que todo e qualquer conhecimento, mesmo nas
ciéncias cujas praticas de validacdo sdo demonstragdes técnicas, que passem pelo teste do
conhecimento verdadeiro, como temos por Leibniz:

[...] todas as ciéncias que consistem em demonstracdes lidam apenas com
equivaléncias ou substituicbes de pensamentos, e assim mostram que em
uma proposicao necessaria 0 predicado certamente substitui o sujeito e em
qualquer proposicdo conversivel o sujeito também pode substituir o
predicado, e nas provas, uma premissa, chamada conclusdo, pode
substituir com seguranca qualquer uma das verdades chamadas premissas.
A partir disso, fica evidente que essas proprias verdades aparecerdo em
ordem no papel apenas por meio da analise dos personagens, ou seja, por
meio de uma substituicdo ordenada e ininterrupta. (LEIBNIZ, 1982, p. 181)

Mas, afinal, o que é um a verdade do conhecimento? De acordo com Hessen (1980,
p. 29)

Mas ndo basta que um conhecimento seja verdadeiro; ha necessidade de
poder alcancar a certeza de que é verdadeiro. Isto levanta a questdo: em
que é que podemos conhecer se um conhecimento é verdadeiro? E a
questdo do critério de verdede. Os dados fenomenoldgicos nada nos dizem
sobre se existe um critério semelhante. O fendmeno do conhecimento
implica apenas a sua pretensa existéncia; mas ndo a sua existéncia real.
Hessen (1980, p. 29)

O autor supracitado destaca que as esferas psicoldgica e ontolégica do sujeito
devem ser observadas na construgdo do conhecimento cientifico, levando-se ainda em
consideragao o fato de que “o problema epistemoldgico se encontra igualmente fora dessa
esfera ldgica [psicoldgica]”’, e a nao atengdo a esse fato pode nos levar a um tipo de
logicismo™®.

As diversas “revolugdes” que ocorreram nos seéculos pos idade média propiciaram
um ambiente perfeito para grandes inovacdes em todos os ambitos da humanidade, a
Revolucao Industrial no século XVIII demonstra a soberania da ciéncia, de onde a ciéncia
moderna, ja introduzida no século anterior, se mostra profundamente eficaz, edificando
estradas para a ascensdo do conhecimento filoséfico e cientifico dos tempos modernos.

Ciéncia e técnica tornam -se aliadas, provocando modificacdes no ambiente
humanos jamais suspeitadas. De fato, basta lembrar que, antes do advento
da maquina a vapor, usava-se a energia natural (forca humana, das aguas,
dos ventos, dos animais) e, por mais que houvesse diferencas de técnicas
adotadas pelos diversos povos através dos tempos, nunca houve alteragcbes
tdo cruciais como as que decorreram da Revolu¢éo Industrial. A exaltacao
diante desse novo saber e novo poder leva a concepgdo do cientificismo,
segundo o qual a ciéncia é considerada o Unico conhecimento possivel e o
método das ciéncias da natureza o Unico valido, devendo, portanto, ser
estendido a todos os campos da indagacgéo e atividade humanas.(ARANHA,
1993, p. 148)

1% Tendéncia de privilegiar a l6gica sobre os demais ramos da filosofia. doutrina que considera as

formulagBes da légica como sendo suficientes em si mesmas e isentas de qualquer interferéncia de
ordem psicologica.
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No primeiro paragrafo de sua obra A Estrutura das Revolucdes Cientificas, Thomas

Kuhn nos traz a ideia de ciéncia normal:

Neste ensaio, “ciéncia normal” significa a pesquisa firmemente baseada em
uma ou mais realizacdes cientificas passadas. Essas realizacbes séo
reconhecidas durante algum tempo por alguma comunidade cientifica
especifica como proporcionando os fundamentos para sua préatica posterior.
(KUHN, 2013, p.54)

O autor observa que o tempo em que essas ciéncias estavam aceitas por uma

comunidade cientifica especifica foi capaz de possibilitar a criacdo de métodos auténticos

gerando assim mais formacdo cientifica, porém com dois angulos a serem ressaltados,

levando a discussao a sua consisténcia por parte dos incrédulos, com isso se fazendo mais

ciéncia, contudo cegando os seus partidarios em uma fé a priori, como Kuhn exemplifica por

meio de algumas ciéncias em algum momento da histéria, vistas como ciéncias normais:

A Fisica de Aristoteles, o Aimagesto de Ptolomeu, os Principia e a Optica de
Newton, a Eletricidade de Franklin, a Quimica de Lavoisier e a Geologia de
Lyell - esses e muitos outros trabalhos serviram, por algum tempo, para
definir implicitamente os problemas e métodos legitimos de um campo de
pesquisa para as geracdes posteriores de praticantes da ciéncia. Puderam
fazer isso porque partilhavam duas caracteristicas essenciais. Suas
realizacBes foram suficientemente sem precedentes para atrair um grupo
duradouro de partidarios, afastando-os de outras formas de atividade
cientifica  dissimilares.  Simultaneamente, suas realizagcbes eram
suficientemente abertas para deixar que toda espécie de problemas fosse
resolvida pelo grupo redefinido de praticantes da ciéncia. (KUHN, 2013,
p.54)

O desafio maior na visdo de Kuhn é que muitas vezes a nova ciéncia se mostra

apenas e tdo somente um método novo de fazer a mesma coisa, que sao vistos como uma

simples repeticdo de resultados, e “ha uma rejeicao dos cientistas” e um “fascinio exercido

pelos problemas da pesquisa normal”, em uma clara tentativa de se manter o status quo®”:

Resolver um problema da pesquisa normal € alcancar o antecipado de uma
nova maneira. Isso requer a solugcdo de todo tipo de complexos quebra-
cabecas instrumentais, conceituais e matematicos. O individuo que é bem-
sucedido nessa tarefa prova que € um perito na resolucdo de quebra-
cabecgas. O desafio apresentado pelo quebra-cabega constitui uma parte
importante da motivacéo do cientista para o trabalho. (KUHN, 2013, p.66)

Chalmers (1993, p. 125) nos traz uma relacdo de ordem de progressao da ciéncia

para Kuhn, “O quadro de Kuhn da maneira como progride a ciéncia pode ser resumido no

seguinte esquema aberto:

107

Statu quo é um latinismo que significa "no estado das coisas". Trata-se de uma reducéo da frase in

statu quo res erant ante bellu, que significa "no estado em que as coisas se encontravam antes da
guerra". Essa reducdo passou a ser usada também na forma status quo, menos aceita pelos
lexicografos, para significar "o [presente] estado das coisas.
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pré-ciéncia — ciéncia normal — crise-revolugdo — nova ciéncia normal — nova crise

Como vimos até aqui, houve diversas criticas aos novos estudos sobre o calculo na
época de Newton e Leibniz, ambos em alguma escala sofrendo tais ataques, mas em
grande parte tais criticas se davam no ambito da filosofia ou da metafisica, a comunidade
cientifica pareceu néo ter objecBes quanto a matematica, que é vista muitas vezes apenas
como uma ferramenta, ou a fisica, ja que os resultados pareciam descrever bem os
fendbmenos observados ou intuicionados, da Natureza. Em Ultima instédncia notamos que a
comunidade cientifica e suas especificidades € parcial quanto ao que ve como um problema
ou uma inconsisténcia.

J& vimos que uma comunidade cientifica, ao adquirir um paradigma, adquire
igualmente um critério para a escolha de problemas que, enquanto o
paradigma for aceito podem ser considerados como dotados de uma
solucdo possivel. Numa larga medida, esses séo 0s Unicos problemas que a
comunidade admitira como cientificos ou encorajara seus membros a
resolver. Outros problemas, mesmo muitos dos que eram anteriormente
aceitos, passam a ser rejeitados como metafisicos ou como parte de outra
disciplina. (KUHN, 2013, p.67)

Enquanto um paradigma'® n&o é atacado, a ciéncia normal esta em seguranca, e
ndo hé regras sobre quando um paradigma local ou global deve ser atacado, mesmo porque
ele pode ser cercado/protegido por um conjunto de tecnicismos e assim sendo salvo. Se ndo
ha um evento dramatico que coloque o paradigma em xeque, a Teoria da Relatividade de
Einstein, que mesmo com as demonstracdes matematica precisou esperar alguns anos,
uma comprovagdo empirica mostrando que “a luz faz curva proximo a corpos com grande
energia ou massa”, por meio da analise de um eclipse solar'®, a ciéncia normal se faz em si

a ciéncia eterna.

Se a consciéncia da anomalia desempenha um papel na emergéncia de
novos tipos de fendmenos, ninguém deveria surpreender-se com o fato de
gue uma consciéncia semelhante, embora mais profunda, seja um pré-
requisito para todas as mudancgas de teoria aceitaveis. Se a consciéncia da
anomalia desempenha um papel na emergéncia de novos tipos de
fenbmenos, ninguém deveria surpreender-se com o fato de que uma
consciéncia semelhante, embora mais profunda, seja um pré-requisito para
todas as mudancas de teoria aceitaveis. (KUHN, 2013, p.94)

O processo de mudanca do paradigma, a instauracdo de um novo paradigma e
assim uma nova ciéncia normal € o caminho para a evolu¢ao cientifica amplamente vista,

analisando a histéria da humanidade, de onde este fil6sofo pode fundamentar a sua teria,

gue se baseia em trés pontos:

1% para Kuhn, paradigma significa o modelo padréo a ser seguido, portanto é a base da ciéncia

?ormal gue possui 0 seu paradigma estabelecido.
% Fendmeno ocorrido na cidade de Sobral, no interior do Ceara, comprovou a relatividade geral e
alcou o cientista Albert Einstein ao estrelato.
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1. a ciéncia normal revela-se capaz de resolver o problema que provoca a crise;

2. o problema resiste a novas abordagens;

3. “uma crise pode terminar com a emergéncia de um novo candidato a paradigma e com
uma subsequente batalha por sua aceitacdo” (KUHN, 1993, p.116).

Uma das passagens da histdrica das ciéncias observadas por Kuhn, e subsequente
mudanca de paradigma, € vista na questdo da astronomia do nosso sistema solar, que p6s
aquela ciéncia normal e seu paradigma em estado de “emergéncia” em virtude de uma
anomalia que atacara o paradigma dominante na época.

Penso que a esse respeito a evidéncia histérica é totalmente inequivoca. A
astronomia ptolomaica estava numa situacdo escandalosa antes dos
trabalhos de Copérnico. As contribuicbes de Galileu ao estudo do
movimento estdo estreitamente relacionadas com as dificuldades
descobertas na teoria aristotélica pelos criticos escolasticos. (KUHN, 2013,
p.94-95)

O filésofo nos passa de forma muito clara as dificuldades de se superar uma ciéncia
tida como estabelecida, tanto no que se refere ao sentido dos departamentos cientificos e
suas parcialidades, bem como o sentido psicoldgico que rege o ser humano, onde as ditas
revolugdes muitas vezes sdo vistas ndo como algo bom, algo inovador, mas como um
incémodo ja que todo o conjunto de regras, postulados, axiomas da ciéncia normal e seu
paradigma dominante passaria mais uma vez a posicdo de pré-paradigma, até que
novamente a academia o coloque na posicdo de novo paradigma e mais uma vez um
processo de aceitacdo e consolidacdo, se tornando a nova ciéncia normal, mas o
guestionamento que se faz é: Como se faz ciéncia sendo pela necessidade do ser humano
na obtencdo da completude, o levando a um estado de plenitude, ainda que pelo preco da
guietude cientifica.

As questbes levantadas por Kuhn sdo de grande valia para que o processo de
construcdo de conhecimento nunca se estagne, e que possamos cada vez mais discutir em
todos os ambitos a nossa existéncia como seres humanos e como cientistas, mas um
guestionamento levantado por ele préprio se refere ao momento da chegada da crise, em
guando sabemos que uma crise é emergente. A resposta poderia ser em suma, no
momento em que se prove que a ciéncia atual possui algum tipo de erro, que de algum
modo deixe-a inconsistente. Mas se estamos aficionados por ela, serd que 0S n0sSsos
sentidos ndo nos fazer inertes a eminente revolucao?

Uma generalizacdo apressada e superficial pode nos levar & uma inércia cientifica
imediata, j& que uma abstracdo dindmica e construtiva seria barrada por um pensamento
global estabelecido, o que seria um grande obstaculo ao conhecimento cientifico, pois
seriamos levados a concordar previamente com o paradigma atual, sem restricdes,

curiosidades, entraves ou qualquer tipo de debate:
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Nada prejudicou tanto o progresso do conhecimento cientifico quanto a
falsa doutrina do geral, que dominou de Aristoteles a Bacon, inclusive, e que
continua sendo, para muitos, uma doutrina fundamental do Saber.
(BACHELARD, 2000, p. 69).

5.2 FRANCIS BACON
Bacon defende a filosofia natural em detrimento da filosofia moral, defendendo o
“‘engenho humano”, e é considerado o “fundador do empirismo moderno”:

E leve-se em conta que a filosofia natural deve ser considerada a grande
mae das ciéncias. Todas as artes e ciéncias, uma vez dela desvinculadas,
podem ser brunidas e amoldadas para o uso, mas ndo podem crescer.
(BACON, 2000, p. 40)

Bacon trata o conhecimento como um resultado da experiéncia pratica, e em suas
palavras “A filosofia primeira, tal como a entendia, repositério dos axiomas gerais da
natureza, estabelecidos por via indutiva, era a responsavel pela unidade do saber.” Bacon
acreditava que o seu empirismo era diferente de Aristoteles no que diz respeito a
metodologia, como sendo um método cientifico racional, que é capaz de criar novos
conhecimentos cientificos confiaveis e universais.

Ainda h& outra causa grande e poderosa do pequeno progresso das
ciéncias. E ei-la aqui: ndo é possivel cumprir-se bem uma corrida quando
ndo foi estabelecida e prefixada a meta a ser atingida. A verdadeira e
legitima meta das ciéncias é a de dotar a vida humana de novos inventos e
recursos. (BACON, 2000, p.41)

Bacon prop6e um método para estudar a natureza, e acredita que a verdade dos
fenbmenos naturais s6 pode ser alcancada por meio da experimentacdo orientada e da
observacao, e s6 o raciocinio indutivo pode proporcionar o alcance as novas descobertas,
por meio de axiomas gerais. Em relagdo ao método indutivo de Bacon, a critica que muitas
vezes séo feitas, se ddo em funcdo de dois pontos.

O primeiro em relacdo a dependéncia do intelecto como prerrogativa do sucesso do
método, ja que a inducdo nos leva de algumas observacfes e experimentos a generalizacao
de uma interpretacdo, sobretudo no que tratam os fendbmenos da natureza, onde ele ndo
valoriza a hip6tese, como diz Bacon (2000), “é necessario passar aos outros auxilios do
intelecto na interpretacdo da natureza, bem como a indugdo verdadeira e perfeita.” O
esforco em tornar o método indutivo perfeito parece inalcancavel visto que o nimero de
varidveis envolvidas no processo é demasiado grande, o0 que torna, sobretudo na
modelagem de eventos sem controle experimental bem dificeis portanto, pouco confiaveis.

Mas, para que essa inducdo ou demonstracdo possa ser oferecida como
uma ciéncia boa e legitima, deve-se cuidar de um sem-nimero de coisas
gue nunca ocorreram a qualquer mortal. Vai mesmo ser exigido mais
esforco que o até agora despendido com o silogismo. E o auxilio dessa
inducdo deve ser invocado, ndo apenas para o descobrimento de axiomas,
mas também para definir as nog¢bes. E é nessa indugdo que estéo
depositadas as maiores esperancas. (BACON, 2000, p. 63)
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O segundo, que é continuacdo do primeiro, trata-se do método se basear na
formulacdo de axiomas gerais apropriados, o que mais uma vez deixa uma brecha no que
poderiamos chamar de método consistente, entdo se acredita que a inducdo pode nos levar
a resultadosa além do que o silogismo logico, Bacon muitas vezes demonstra uma
metodologia quantitativa e ndo apenas observacional, o que pode indicar a auséncia de rigor
l6gico que a epistemologia cientifica deseja, evidenciando o fato de ndo aceitar o poder do
método dedutivo matematico para o avancgo das ciéncias naturais

Repositério dos axiomas gerais da natureza, estabelecidos por via indutiva,
era a responsavel pela unidade do saber. [...] Para a constituicdo de
axiomas deve-se cogitar de uma forma de inducéo diversa da usual até hoje
e que deve servir para descobrir e demonstrar ndo apenas 0S principios
como sdo correntemente chamados como também os axiomas menores,
médios e todos, em suma. (BACON, 2000, p. 62)

Para Bacon, o problema do silogismo e outras praticas metodol6gicas se dédo em
muitos casos pela falta da formulacdo desses axiomas'™ gerais, e tece criticas as
chamadas Mateméaticas Puras, porque acredita que sao em numero reduzido as novas
descobertas desde a Antiguidade, ja que vé nelas a formulacdo apenas de axiomas
intermediarios, e nunca gerais(universais), como em suas palavras

O silogismo ndo é empregado para o descobrimento dos principios das
ciéncias; € baldada a sua aplicagdo a axiomas intermediarios, pois se
encontra muito distante das dificuldades da natureza. Assim é que envolve
0 Nosso assentimento, ndo as coisas. (BACON, 2000, p. 8)

Para Bacon, o homem através de seu intelecto, e deve-se exaltar a ciéncia em
beneficio do homem, e alcancamos um mais alto grau de conhecimento por uma
metodologia cientifica baseada no empirismo, em suas palavras, (BACON, 2000, p. 70)
“Pretendemos deduzir das obras e experimentos as causas e 0s axiomas e depois, das
causas e principios, novas obras e experimentos, como cumpre aos legitimos intérpretes da
natureza.”

Pensando como Kuhn ou Popper, o que seriam os axiomas gerais de Bacon sendo
um paradigma dominante ou uma proposi¢do acima de qualquer refutacdo, entdo ainda que
tenhamos a ciéncia natural e seus métodos empiristas indutivos, ndo podemos considera-los
acima de qualquer possibilidade de inconsisténcia.

Uma ciéncia s6 se estabelece, se torna uma ciéncia normal apds passar pelo crivo
académico que pode refuta-la ainda no estagio de ciéncia extraordinaria ou se confirmada,
criagdo do novo paradigma. O “erro”, se existir, deve ser muito especifico, ja que até chegar
a um momento de emergéncia tal erro ja teria sido identificado, ja que o estado de crise se

da apenas quando ha realmente algo que possa abalar as estruturas da ciéncia vigente.

19 0 termo “axioma” € usado por Bacon no sentido de proposigdo geral.
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Entéo isso nos leva a pensar sobre quando, efetivamente, temos uma ciéncia extraordinaria
eminente.

Deve-se investigar possiveis erros pelas méos dos artesdos, problemas ontologicos
da ciéncia, discrepancias fenomenoldgicas das aplicacdes do paradigma, se qualquer
desses pontos ndo se mostrarem satisfatérios, devemos avaliar entdo a questao técnico-
metodoldgica aplicada, e se mais uma vez nenhum problema é observado o paradigma
emergente é abandonado e dominante se mantém na forma da ciéncia normal antes
estabelecida, mas ainda nos resta uma verificacdo que se da pelos argumentos filoséficos
aplicados nas formulac@es de tais paradigmas.

Newton foi claramente um cientista empirista, para muitos o sucessor de Francis
Bacon, enquanto Leibniz um racionalista, que influencia Immanuel Kant e sua filosofia
empirica racionalista, ambos adeptos da Filosofia Natural, o que nos faz entender que
ambos eram epistemologicamente empiristas, jA que a as observacbes e experimentos
sustentam as investigacdes e a Ldgica e a Matematica ddo embasamento para a intuicdo e
inferéncias baseadas na razdo, epistemologias utilizadas pela maioria dos cientistas a partir
do século XVII, mas inegavelmente empregam métodos indutivos, e esse Ultimo ponto para
Popper, se instaura uma descrenca metodologica no que se refere a pesquisa cientifica.
Kant acredita que o raciocinio matematico ndo é estritamente formal, ja que em alguma
instancia se utiliza de intuicdes, isto é, de conhecimento a priori de espaco e tempo.

O espaco é representado como uma grandeza infinita dada. Ora, ndo ha
davida que pensamos necessariamente qualquer conceito como uma
representacdo contida numa multidao infinita de representacdes diferentes
possiveis (como sua caracteristica comum), por conseguinte, subsumindo-
as; porém, nenhum conceito, enquanto tal, pode ser pensado como se
encerrasse em si uma infinidade de representacdes. Todavia € assim que 0
espaco € pensado (pois todas as partes do espago existem
simultaneamente no espaco infinito). Portanto, a representacéo originaria de
espaco € intuicdo a priori e ndo conceito. (KANT, 2001, B40)

5.3 KARL POPPER

Segundo Popper essa afirmativa ndo deve ser considerada verdadeira de forma
generalizada, ja que ele pensa que as ciéncias empiricas em algum nivel se utilizam de
metodologias indutivistas e tais métodos ndo sdo confiaveis em suas palavras

De acordo com essa maneira de ver, a l6gica da pesquisa cientifica se identificaria
com a Ldgica Indutiva, isto &€, como a andlise l6gica desses métodos indutivos. E
comum dizer-se “indutiva” uma inferéncia, caso ela conduza de enunciados
singulares (por vezes denominados também enunciados “particulares”), tais como
descricbes dos resultados de observacfes ou experimentos, para enunciados
universais, tais como hipéteses ou teorias.” (POPPER, 2013, p.27)

Se para o empirista 0 conhecimento se faz unicamente da experiéncia, este processo

deveria ser metodologicamente indefinido, o fildsofo decide até quando experimentar até
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gue possa formular conhecimentos confiaveis, e ndo como o0 matematico que o faz
infinitamente, até possa desenvolver a sua ciéncia dos infinitos.

Entdo segundo o fildsofo, poderiamos p6r em discussao a consisténcia dos estudos
de Newton e de Leibniz, jA que a inducdo e o empirismo teriam sido usados nas
comprovacdes de seus paradigmas, mas obviamente, ndo se pode apenas considera-las
erradas, mas passiveis de refutagéo

Ora, esté longe de ser 6bvio, de um ponto de vista logico, haver justificativa
no inferir enunciados universais de enunciados singulares,
independentemente de qudo numerosos sejam estes; com efeito, qualquer
conclusdo colhida desse modo sempre pode revelar-se falsa:
independentemente de quantos casos de cisnes brancos possamos
observar, isso néo justifica a conclusdo de que todos os cisnes sé&o
brancos.” (POPPER, 2013, p.27-28)

Assim sendo, para Popper s6 é ciéncia se puder passar sempre pelo critério da
falseabilidade, se sempre é passivel de uma refutacdo, e mencionando Kuhn, podemos
dizer que a ciéncia é a ciéncia normal enquanto ndo for falsificada, mas sempre esta em
possibilidade de crise, ainda que novas condicbes sejam convenientemente criadas, ja que

sempre sera ainda falseavel

[..].(Essa é a espécie de atitude que o fisico pode tomar, algumas vezes
muito corretamente, em relacdo a supostos fendbmenos ocultos). Como

ultimo recurso, é sempre possivel lancar dlvida sobre a perspicéacia do
investigador (por exemplo, se ele ndo acredita, como Dingler, que dia vira
em que a teoria da eletricidade seja deduzida da teoria gravitacdo de
Newton).
Assim, de acordo com a concepg¢do convencionalista, ndo é possivel dividir
os sistemas e teorias em falseaveis e ndo falseaveis; melhor dizendo, essa
distincdo sera ambigua. Como consequéncia, o critério de falseabilidade por
nés proposto tornar-se-a inutil como critério de demarcagdo. (POPPER,
2013, p.85-86).

Kuhn e Popper eram tedricos contemporaneos, e embora em alguns pontos

divergissem enormemente, com visdes diametralmente opostas, como quando Popper
valoriza fatores internos da ciéncia enquanto Kuhn valoriza também fatores externos tal
como questdes histdricas, sociais e culturais, e que portanto para Kuhn, uma revolu¢ao nao

ocorreria aos moldes de Popper, ja que um apego ao paradigma cientifico se faz presente.

Kuhn e Popper faziam parte da epistemologia anglo-saxénica e eram pertencentes
da corrente do empirismo l6gico, e com base na légica matematica como forma de
pensamento, e concordavam em adequar a ldgica da observacdo empirica e verificacao
I6gica como forma de légica de raciocinio abstrato, e que mais tarde Popper cria a ideia de
falseamento e ndo mais de verificacdo empirica, contudo, Popper e Kuhn se assemelham no
que se refere & questéo discutida nesse trabalho, em que uma ciéncia precisa passar pela

critica de seus fundamentos estabelecidos.
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Thomas Kuhn era contrario ao método de “falsificacdo”, visto que pensava ele, que o
cientista se protegeria internamente contra isso, ja que poderia colocar uma redoma que
protegeria a sua teoria imune a qualquer critica, e portanto mantendo a sua posicdo de
“ciéncia normal’, mas reforcamos que no sentido de uma discussao sobre o que fora
estabelecido cientificamente, ambos os pensadores contribuem para a discussao que esse
estudo traz.

Acreditamos que o estudo de um método ndo-standard se aproxima de todos os
pensadores aqui citados, jA que completando lacunas ou substituindo uma teoria,

filosoficamente sé é permitido quando nos baseamos em métodos que discutem a

veracidade e completude de uma teoria vigente.

5.4 BOAVENTURA DE SOUSA SANTOS

Na linha temporal que alegamos ndo nos preocuparmos nesse estudo, mas ainda
importante em algum grau de profundidade, agora estamos no século XX, e temos uma
visivel mudanca de paradigma no aspecto do conhecimento cientifico. A datacéo foi citada
para que tenhamos agora o vislumbre de uma mudanca na ciéncia, jA que nesse século
vérios paradigmas foram, de alguma forma, alterados, em especial nas ciéncias naturais.

Temos um novo paradigma emergente, nos termos de Kuhn, e uma nova ciéncia ou
guem sabe uma nova episteme tomara o posto de ciéncia normal, estamos saindo da era da
ciéncia moderna da ciéncia natural, e entramos ou mesmo estamos na pés-modernidade.
Esse estado de pos-modernismo que nos coloca Boaventura exige uma discussdo em
relacdo aos valores da ciéncia, visto que a sua base teérica foi abalada, principalmente com
as descobertas cientificas do inicio do século passado.

Tamanhas descobertas alcancadas nesse século nos remetem ao ndmero
estrondoso de descobertas nos séculos XVII e XVIII, que rendeu o titulo de revolugéo
cientifica, e instauracdo da ciéncia moderna, e nos leva a pensar se ndo estamos na
segunda onda, 0 que agora chamamos de ciéncia pés-moderna.

Com a relativizacdo da fisica de Newton pela teoria da Relatividade bem como o
poder de reflexdo trazido para o homem pela mecanica quantica e a fisica atdbmica e o
principio da incerteza de Heisenberg, e porque nado citar o maior golpe que a matemaética
tomara em séculos, com o teorema da incompletude de Gddel, e a impossibilidade de uma
matematica completa e consistente, portanto a teoria que nos trouxe até os dias atuais, no
que se refere ao conhecimento devem ser avaliadas, sem dizer sobre a pratica
metodoldgica de se fazer ciéncia, como alerta Boaventura de Sousa Santos

No dominio das ciéncias fisico-naturais, o regresso do sujeito fora ja
anunciado pela mecénica quantica ao demonstrar que o ato de
conhecimento e o produto do conhecimento eram inseparaveis. Os avangos
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da microfisica, da astrofisica e da biologia das Ultimas décadas restituiram a
natureza as propriedades de que a ciéncia moderna a expropriara.
(SANTOS, 2008, p. 82)

O paradigma da ciéncia moderna se valia da obtencdo de conhecimento verdadeiro
por meio de um empirismo rigoroso, que dominou a teoria do conhecimento por alguns
séculos, mas um paradigma emergente se faz agora, j& que 0 senso comum nao € mais
visto como o calcanhar de Aquiles da ciéncia, mas uma parte formadora dela, e os filésofos
adeptos dessa ideia, entendiam o cientista como sendo quem domina a natureza, com
regras metodoldgicas claras, em um processo empirico indutivo que aniquilava a
possibilidade de senso comum.

Ao contrario do que pensa Bacon, a experiéncia ndo dispensa a teoria
prévia, o pensamento dedutivo ou mesmo a especulacdo, mas forca
gualquer deles a ndo dispensarem, enquanto instancia de confirmagéo
ultima, a observagédo dos factos. (SANTOS, 2008, p. 26)

Por Sousa, ndo devemos mais distinguir o sujeito e o objeto, o paradigma da ciéncia
moderna confia que quantificar € conhecer, e que portanto existe uma espécie de ordem
entre o conhecimento do objeto e do sujeito, paradigma a ser superado na pés-
modernidade, visto que os exemplos citados nos mostram que quantificar, como na fisica
guéntica ndo necessariamente define o objeto, e mais, com Goédel entendemos que é até
perigoso quantificar ja que pode nos levar a uma ciéncia inconsistente ou incompleta

[...]Jpodemos afirmar hoje que o objeto é a continuacédo do sujeito por outros

meios. Por isso, todo o conhecimento cientifico é autoconhecimento. A
ciéncia nao descobre, cria, e 0 ato criativo protagonizado por cada cientista
e pela comunidade cientifica no seu conjunto tem de se conhecer
intimamente antes que conheca o que com ele se conhece do real.
(SANTOS, 2008, p. 83)

Estudando a histéria das ciéncias vemos que esta estd sempre em constante
evolucdo, numa linha temporal crescente ou ndo, mas € bem claro que a instalacdo de uma
ciéncia normal, e um paradigma dominante nos permite se aprofundar cada vez mais no
préprio paradigma, e em algum momento se tem um paradigma urgente emergente, como
Sousa nos traz

A primeira observagdo, que ndo é tdo trivial quanto parece, é que a
identificacdo dos limites, das insuficiéncias estruturais do paradigma
cientifico moderno é o resultado do grande avango no conhecimento que ele
propiciou. O aprofundamento do conhecimento permitiu ver a fragilidade dos
pilares em que se funda. (SANTOS, 2008, p. 41).

Em tempos de revolugdo precisamos tirar as amarras do pré-conceito
epistemoldgico, se antes a especializacdo contribuicdo para o crescimento cientifico, hoje
vemos que o caminho é o inverso, o rigor departamental € um entrave na criacao cientifica,
se Einstein ficasse preso aos conhecimentos trazidos por Newton ndo teriamos a gama de

conhecimentos advindos dele, e de acordo com Sousa, a ciéncia natural e social ndo se



138

distinguem, formam um complexo sistema interdisciplinar que sé nos traz mais e mais
conhecimentos.

Na ciéncia moderna o conhecimento avanca pela especializacdo. O
conhecimento é tanto mais rigoroso quanto mais restrito é o objeto sobre
gue incide. Nisso reside, alias, o que hoje se reconhece ser o dilema basico
da ciéncia moderna: o0 seu rigor aumenta na propor¢do direta da
arbitrariedade com que espartilha o real. (SANTOS, 2008, p. 74).

N&o questionar um conhecimento firmado, um paradigma dominante, é um
desservico ao crescimento cientifico, sobretudo naqueles em que aparentemente funcionam,
sejam como conhecimentos ad hoc, sejam por descrever fenbmenos de forma satisfatoria,
ou porgue os resultados das pesquisas parecem de acordo com as nossas pretensdes, visto
gue em (Sousa, 2008)” Sendo um conhecimento disciplinar, tende a ser um conhecimento
disciplinado, isto é, segrega uma organizacdo do saber orientada para policiar as fronteiras
entre as disciplinas e reprimir 0s que as quiserem transpor”, e ainda por Bachelard

O conhecimento adquirido pelo esforgo cientifico pode declinar. A pergunta
abstrata e franca se desgasta: a resposta concreta fica. A partir dai, a
atividade espiritual se inverte e se bloqueia. Um obstaculo epistemoldgico
se incrusta no conhecimento ndo questionado. Habitos intelectuais que
foram Uteis e sadios podem, com o tempo, entravar a pesquisa.
(BACHELARD, 1996, p. 18-19)

Interessante e perigoso o fato de que na pesquisa cientifica muitas vezes

priorizamos a ideia, a intuicdo, a inducdo, visto que é nelas que conseguimos ir além do que
0S nossos sentidos alcangam, mas sdo as ideias um agente duplo, jA que quando
alcancamos uma ideia que se mostra vencedora ignoramos todas as outras, e deixamos de
duvidar dessa ideia, como vemos ainda em Bachelard, 1996, “A ideia ganha assim uma
clareza intrinseca abusiva. Com o uso, as ideias se valorizam indevidamente. Um valor em
si opde-se a circulacdo dos valores. E fator de inércia para o espirito. As vezes, uma ideia
dominante polariza todo o espirito.”.

Uma critica ao conhecimento regulado parece algo totalmente irresponsavel da parte
de um cientista, contudo em tempos de ciéncia pos-moderna esse € o meio pelo qual o
cientista questiona e se questiona, portanto, podendo criar ciéncia, mas sempre de uma
forma epistemologicamente “correta”. Einstein certa vez duvidou dos resultados que os seus
célculos mostravam no estudo sobre a luz, ja que feria os paradigmas consolidados na
época, e mais tarde resolveu confiar nesses resultados, e que puderam ser comprovados
por experimentos reais fisicos a posteriori, entdo ficou claro que a chamada ciéncia moderna
ja ndo responde aos anseios dos novos cientistas p6s-modernos.

Podemos ver em Santos (2002), discorre sobre a pratica moderna “Ao negligenciar a
critica epistemoldgica da ciéncia moderna a teoria critica apesar de pretender ser uma forma
de conhecimento-emancipagdo acabou por se converter em conhecimento-regulacdo.”, e

agora sobre a pés-moderna:
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Para a teoria critica pés-moderna pelo contrario todo o conhecimento critico
tem de comecar pela critica do conhecimento. Na atual fase de transicédo
paradigmatica a teoria critica pds-moderna constréi-se a partir de uma
tradicdo epistemoldgica marginalizada e desacreditada da modernidade o
conhecimento emancipacéo. (SANTOS, 2002, p. 29-39).

Trouxemos aqui diversos fildsofos para fundamentar a questdo principal deste
estudo, que se instala no questionamento sobre uma ciéncia estabelecida, que ja bastante
proferido aqui, um conhecimento cientifico que ha séculos funciona perfeitamente para os
objetivos técnicos aplicados, permitindo ao homem fazer descobertas incriveis baseadas
nos conceitos base do Célculo Diferencial e Integral e da Analise Matematica vigente.

Nas palavras de Russell (1997) “os idealistas tendem cada vez mais a considerar
toda a matematica como uma mera forma de lidar a aparéncia das coisas” e ainda nesse
autor “enquanto os empiristas sustentaram que tudo na matemética nos serve para uma
aproximacao de alguma verdade exata sobre a qual eles ainda ndo tinham nada para nos
dizer.”.

Entdo a filosofia anseia por saber o que a matematica efetivamente faz, ou fez, ja
gue a Matematica jA se mostrou dindmica, ainda que pense ser exata, e a filosofia pode,
talvez, ter as suas respostas entendendo que esse dinamismo se da provavelmente pela
acdo da filosofia da matematica:

A matematica no passado era incapaz de responder, e a filosofia respondia
introduzindo a nocdo totalmente irrelevante de mente. Mas agora a
matematica é capaz de responder, pelo menos na medida em que reduz a
totalidade de suas proposi¢Bes a certas nogBes fundamentais da logica.
Nesse ponto, a discussdo deve ser retomada pela Filosofia. (RUSSELL,
1997, p. 4)(traducdo nossa).

A andlise ndo-standard, bem como todas as formas nao-standard, sdo formas de
paradigmas emergentes, visto que rompem com um paradigma pré-estabelecido, e se faz
necessario que possa emergir em novo paradigma dominante, para que em tempos futuros
seja substituido por um novo paradigma e assim ad infinitum, e esse estudo tem a pretenséo
de levar o leitor a uma longa viagem desde os tempos longinquos, passando pela
modernidade e chegando na pdés-modernidade cientifica e matematica. Ja percorremos
grande parte dessa viagem até aqui, e agora sO nos falta apresentar em detalhes o novo
paradigma do calculo, mas sempre procurando deixar claro o carater urgente interdisciplinar
gue isto nos traz, ja que o tema do estudo, Analise ndo-standard configura um tema e néo
uma disciplina de estudo.

A fragmentacdo pds-moderna ndo é disciplinar e sim temética. Os temas
sdo galerias por onde os conhecimentos progridem ao encontro uns dos
outros. Ao contrario do que sucede no paradigma atual, o conhecimento
avanca a medida que o seu objeto se amplia, ampliacdo que, como a da
arvore, procede pela diferenciacao e pelo alastramento das raizes em busca
de novas e mais variadas interfaces. (SOUSA, 2008, p. 76).
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Com este capitulo discorrido, podemos entrar no proximo com a convicgdo de que
todas as teorias do célculo diferencial e integral, da andlise matematica, e modelos
standards em geral podem em algum momento serem falsificados ou melhorados em algum
grau, e entrando no processo de crise, abrindo caminho para um céalculo e uma analise ndo-
standard, como a andlise ndo-standard de Abraham Robinson, ja que embora uma certa
proximidade desta com a analise de Leibniz, entendemos que o calculo de Newton e de
Leibniz possuem paradigmas que ja foram falsificados, ainda que talvez pela sua
epistemologia ou pela filosofia da sua matematica, ainda assim emerge uma nova ciéncia na

dita mae das ciéncias extas, a Matematica.
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6 ANALISE NAO-STANDARD DE ABRAHAM ROBINSON

Para a maioria dos Académicos da chamada Matematica Pura, discutir sobre os
infinitésimos e infinitos ndo passa de uma futilidade poética, e que os artigos sobre o tema
sdo apenas floreios semanticos, e que ndo merecem lugar de destaque nos Institutos de
Matematica, sobretudo porgue ndo contrariam os resultados obtidos até entao.

E interessante o fato de que o problema matematico, filosofico ou epistemoldgico,
gue por varias vezes tem nos levado a um pensamento metafisico, teve sua origem em um
estudo de fisica, pelas méos de Isaac Newton, que além da velocidade média de um movel
definida antes por Galileu, foi capaz de definir que a velocidade instantdnea de um moével
como. Richard Morris em seu livro “Uma Breve Histéria do Infinito” de 1998 discute essa
relacdo da chamada fisica classica e a fisica moderna, e quanto essa abordagem dos muito
pequenos do século XVII, permitiram a Maxwel desenvolver a teoria classica do
eletromagnetismo, em 1865, que possibilitou a Einstein escrever a sua teoria da relatividade
no inicio do século XX, ajudado pelas ideias de Planck em 1900, no qual 0 muito pequeno
enquanto quantizacdo da energia possui uma medida concebida, e assim nasce o conceito
de efeito fotoelétrico, e agora se tem um modelo atdmico quantizado por Niels Bohr.

O tempo “passa diferente” para quem esta em movimento segundo a Relatividade de
Einstein, entdo se hoje 0s nossos celulares nos indicam o caminho correto em nossa
viagem, se podemos pedir um Uber e sabemos o tempo que levara para chegar até nos, ou
até mesmo um carro que dirige sozinho, isso se da porque os nossos aparelhos celulares
foram “ensinados” a lidar com essas pequenas discrepancias dos tempos bem pequenos,
visto que as informacdes recebidas por eles vém de satélites que giram na Orbita da Terra e
gue ainda sofrem a acdo do campo gravitacional da Terra que causa uma distorgdo no
espaco tempo. Reld6gios atdbmicos, baseados em todas essas teorias muitas vezes
ridicularizadas até por cientistas, nos permitem avancos tecnolégicos incriveis.

Cada um desses modelos em sua época, eram considerados modelos néo-
standards, entdo vemos que um novo paradigma precisa sim ser estudado, verificado, mas
ndo previamente ignorado ou recusado, e aqui temos a andlise suave de Robinson como um
possivel novo paradigma da analise, e quem sabe a nova ciéncia normal como descrita por
Thomas Kuhn visto que acreditamos que a analise matematica atual esta em periodo de
crise.

A trajetdria da matematica, até os dias atuais demonstram inegavel dificuldade de se
lidar com o infinito, visto que h& uma inconformidade desse conceito com a légica
matematica que € dependente da nocdo de quantidade ordinal. A discussdo posta paira
sobre a conceituacdo de nimero e quantidade, que pertencem a categorias epistemoldgicas
diferentes, sobretudo em relagdo ao numero real, como Kant alerta: ”[...]Jo conceito de um

\

namero (que pertence a categoria da totalidade) nem sempre é possivel a partir dos
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conceitos de quantidade e de unidade (por exemplo, na representacdo do infinito);” (KANT,
2001, p. 111).

Entdo a Unica forma de resolver tal dilema é eliminar a ambiguidade entre essas
questdes, como a aritmética de Peano™'! o fez, e pensar no nimero apenas em seu sentido
aritmético, mas obviamente, para isso, a filosofia matematica tem que ser alterada e a nocao
de um numero externo ao real deve ser concebida, uma entidade aritmética sem
pressupostos da realidade, ainda que possa modelar a realidade de forma satisfatéria, e
esses nimeros sao os que por Robinson, sdo conhecidos como hiper-reais.

Os indivisiveis, infinitésimos, os muito pequenos, muito grandes, infinitos, a
continuidade, tém o mesmo problema epistemolégico, porque filosoficamente criam um
paradoxo de que se o numero representa uma quantidade e essa quantidade é infinita ou
infinitamente pequena, nunca sera alcancada, ainda que usemos a intuicdo de que
alcancariamos. Isso posto acreditamos que a desvinculagdo do nimero e a quantidade, sem
negar a existéncia do numero como entidade aritmética pde fim a essa discussdo que
parecia ser infinita.

Entendemos que pode existir entdo uma coexisténcia entre nimero e quantidade,
mas nao uma relacdo de existéncia dependente, mas simbiética. Como veremos, o conjunto
dos numeros hiper-reais é uma extensdo dos numeros reais, € ndo um exterminador dele,
portanto, assim como em certo universo controlado a fisica de Newton continua funcionando
bem, para outro tipo de universo ndo mais funciona, e a Relatividade de Einstein toma as
rédeas da ciéncia, e soluciona qualquer problema técnico ou ontoldgico antes inalcancavel.

O conceito de niumero em uma perspectiva de descrever a realidade, por meio da
ideia de quantidade, mas ainda manter o carater ontolégico da matematica, se mostrou
ineficaz quanto ao que se refere ao calculo infinitesimal, evento que evidentemente ocorrera
em outros momentos na histéria dos nimeros na matematica, e que a Unica solugéo é
pensar neles como entes exclusivos da matematica, no que chamamos hoje de Matemética
Pura, em uma discussdo Epistemoldgica sobre a nova matematica apresentada, e que
aplicacbes externas podem ser concebidas a partir de tais resultados, como observado
antes na forma dos nimeros negativos e imaginarios, como defende Roque (2012):

[...]as dificuldades encontradas na legitimagéo das opera¢bes com nimeros
negativos e na conceitualizacdo dos imaginarios, juntamente com as
discussdes epistemolégicas sobre o célculo infinitesimal, levaram ao
desenvolvimento de uma matematica baseada em conceitos abstratos que
passou a ser designada de “pura”. (ROQUE, 2012, p. 361)

11 Os axiomas de Peano, também conhecidos como os axiomas de Dedekind-Peano ou postulados

de Peano, sdo um conjunto de axiomas para 0s numeros naturais apresentado pelo matematico
italiano do século XIX Giusepe Peano. Esses axiomas vém sendo utilizados praticamente sem
modificacdes em diversas investigacbes metamatematicas, incluindo pesquisas em questdes
fundamentais de consisténcia e completude da teoria dos nimeros.
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Agora levamos o leitor & uma reflexdo, estamos ha muitas paginas falando sobre os
nameros reais, mas 0 que sao 0s nUmeros reais? Sao 0s nimeros que realmente existem?
Entdo quais ndo realmente existem? Mas o que € real e para quem?

Um estudante de matematica diria, € a unido do conjunto dos numeros racionais e o
conjunto dos nimeros irracionais. E continuaria dissertando. Sao os nimeros que nao séo
irreais, como 0s imaginarios, que sao raizes quadradas de numeros negativos, que
certamente ndo existem.

Mas um filosofo certamente indagaria. Entdo o real é o se fez em oposicdo ao
racional? R — Q = Ir (Real menos Racional igual Irracional). Entdo o que completa o real é
um conjunto acima da racionalidade, um irracional.

Interessante pensar que esse fildsofo provavelmente entenderia melhor o irreal, ja
qgue C — R = imaginario (Complexo menos Real igual Imaginario). Entdo o que completa um
complexo é um conjunto acima do real, um imaginario.

O mundo das ideias ja foi utilizado, e € ainda, por fil6sofos, mas o mundo do
irracional ndo. E mais, Georg Cantor provou que a maioria esmagadora de nameros reais,
sdo irracionais, portanto, sempre uma série convergente de racionais ndo possui um limite
racional ou infinito, possui um irracional como limite.

Tanto Cantor quanto Dedekind, se utilizam do principio do terceiro excluido em suas
descobertas, portanto o fildsofo se faz entender o que lhe fora apresentado, e talvez ai o
problema de compreensdo, a primeira vista, sobre 0s numeros irracionais, porque em
poucas palavras tem-se algo simples.

Cantor mostrou que embora infinitos os nimeros racionais sdo poucos, porque de
uma forma construtiva se mostra que é possivel enumera-los, coloca-los em uma fila,
enquanto Dedekind mostra que existem diversas formas de dividir oS numeros racionais em
dois grupos ordenados, sendo que cada numero racional faca parte de um desses grupos e
todos 0s outros no outro grupo, assim nao restando qualquer nimero real para fazer a
ligacao(continuidade), entre tais conjuntos, sendo assim um ndmero nao racional faz essa
ligagdo, portanto um numero irracional.

Mas se torna 6bvio que existe uma condi¢cdo aqui para a continuidade, que viria em
forma de um axioma, um grupo ndo possua 0 Ultimo ndmero ou 0 outro Nndo possua O
primeiro nimero e assim este numero faria a divisdo dos grupos, que pensando como uma
linha reta faz sentido, mas como nimeros ndo. E de qualquer modo aqui supomos que
existem tais nimeros irracionais e que ele ocupa uma posi¢cao entre 0S grupos.

Se queremos aceitar que Weierstrass, Cantor e Dedekind resolveram a questédo dos
infinitésimos, ou limites ou ndmeros bem pequenos, devemos nos colocar apenas e téao

somente como espectadores dos termos da prépria matematica como indica Russell, que
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acredita que Weierstrass resolvera o dilema dos infinitesimais, mas que em suas palavras
nos levam a pensar sim como filésofos ou metafisicos devem ou deveriam questionar ainda:

As definicdes de continuidade que temos vindo a considerar, a saber, as de
Dedekind e Cantor, ndo correspondem muito de perto a vaga ideia que esta
associada aquela palavra na mente do leigo ou do fildsofo. Estes concebem
a continuidade mais como uma auséncia de separacdo, uma espécie de
obliteracéo geral de distingbes que caracteriza um nevoeiro cerrado. Uma
névoa da uma impressdo de vastiddo sem multiplicidade ou divisdo
definidas. E este tipo de coisa que um metafisico quer significar por
«continuidade, declarando-a, muito honestamente, caracteristica da sua
vida mental e da vida mental das criancas e dos animais. (RUSSELL, 2006,
nota p.111).

A nocdo de continuidade depende de que estejamos trabalhando com funcgGes
continuas em uma variavel continua, e um circulo vicioso parece se instalar aqui, ja que se
suple continua para que existe um certo conjunto de ndmeros, mas tais nimeros sé
existem se a continuidade for garantida, visto que todas as tentativas de se falar sobre os
tais niumeros bem pequenos se fazem pelo conceito de vizinhanga, de seus préximos.

Tal fato é indicado por estudiosos como sendo o cerne da questdo do Calculo
Infinitesimal, onde Newton, Leibniz e diversos outros cientistas partiram desse pressuposto,
e esses dois como Filésofos Naturais certamente foram contaminados pela ideia de que o
espaco e tempo sdo continuos, e assim a natureza moldou o calculo, mas simultaneamente
foi moldada por ele, e por isso até Weierstrass, todos os matematicos evitaram o0s
infinitesimais, até Leibniz em alguns momentos, ja que os limites, as derivadas e as integrais
seriam calculadas, sempre que conveniente, prOximas ao nimero & em questao.

A andlise nao-standard como forma logica de trabalho com os conjuntos numéricos e
com a analise matematica € muito promissora ndo apenas em relagdo a uma correcao
histérica sobre as bases do célculo infinitesimal, como vemos por Lindstrom (1998, p. 07):

Andlise Nao Padrdo ou a Teoria dos Infinitesimais como alguns preferem
chamar agora tem pouco mais de 25 anos (ver Robinson (1961)). Nos seus
primérdios, era muitas vezes apresentada como uma solucao para o antigo
e que parecia impossivel problema de fornecer métodos infinitesimais em
andlise com fundamento légico (LINDSTROM 1998, p. 07), (traducao
nossa).

Mas cada vez mais se mostra importante na construcdo de uma teoria mais intuitiva
do calculo, bem como nas diversas aplicagfes que a cada dia sdo descobertas sobre a
andlise ndo-padrédo, como podemos ver novamente por Lindstrom (1998, p. 07)

[...], mas ficou claro, no entanto, que a teoria era muito mais do que apenas
reformulacdo do céalculo, quando Bernstein e Robinson (1966) deram a
primeira indicagcdo de seus poderes como ferramenta de pesquisa,
provando que todos operadores polinomialmente compactos em espacos de
Hilbert tém invariantes nédo triviais subespagos. Desde entdo, técnicas ndo
padronizadas tém sido usadas para obter novos resulta em campos téo
diversos como espacos de Banach, equacgbes diferenciais, teoria da
probabilidade. teoria dos nimeros algébrica, economia e fisica matematica,
s6 para citar alguns. LINDSTROM (1998, p. 07, traducdo nossa).



145

Embora ainda ndo aceita por muitos mateméticos, acreditamos que a Andlise de
Robinson basicamente faz algo semelhante, ligando os nimeros reais por numeros hiper-
reais, e agora resolvendo o problema metamatematico das magnitudes dos nimeros, ja que
esta classe nova seria construida sem essa obrigacdo, o numero € uma entidade aritmética,
guando nédo puder ser um representativo de quantidade.

O filésofo Imre Lakatos apoiou as ideias de Robinson em um ensaio escrito em 1966
onde a impresséao que tese era de algo altamente revolucionario e que marcaria época pois
acreditava a visdo sobre o calculo mudaria a partir dessas discussfes. Lakatos se mostrou
altamente entusiasmado com a nova visdo da analise ja que acreditavam que a visdo sobre
0s conceitos do calculo, estava distorcida gracas aos trabalhos modernos de Weierstrass,
contudo Robinson e Lakatos ainda focavam em Cauchy, visto que como o historiador de
matemética Boyer, supunham que Cauchy ainda se utilizava métodos infinitesimais em seus
trabalhos.

Russell acreditava que ndo mais existia uma questdo depois dos escritos de
Weierstrass, e tecia duras criticas aos contrarios a essa ideia, sobretudo ap6s os trabalhos
de Cantor e Dedekind, e alegava que as criticas que ainda eram proferidas, se davam
apenas pelos filosofos(l6gicos):

Pensou-se, desde o tempo de Leibniz, que o célculo diferencial e integral
exigisse quantidades infinitesimais. Os matematicos (especialmente
Weierstrass) provaram que iSSO era um erro; mas 0S erros como, por
exemplo, os incorporados no que Hegel tem a dizer sobre matemética,
resistem, e os filésofos tenderam a ignorar o trabalho de homens como
Weierstrass.

A resposta a Russell dos autores desse trabalho se da nas palavras dos tradutores
do escrito de Russell de 1903

Mal podia Russell imaginar que os légicos, nos anos 60 do séc. XX,
haveriam de encontrar uma formulacdo rigorosa da andlise dos
infinitamente pequenos e grandes atuais, com a qual os mateméaticos,
desde Newton e Leibniz até meados do séc. podiam XX apenas sonhar.
Esta formulacdo chama-se Analise Néo-standard e € uma criagdo do légico
e matematico Abraham Robinson. Mas € claro que ela é tdo logicamente
necessaria como o é a formulacdo weierstrassiana: nenhuma aniquila a
outra, antes séo alternativas, ou melhor, a andlise ndo-standard estende e
enriquece a «classica». (RUSSELL, 2006, nota p.112).(nota dos tradutores).

Muitos estudos sobre a histéria do célculo foram publicados nessas décadas, mas
poucos viram a necessidade de investigar as contribui¢cdes histdricas a luz da metafisica
moderna apresentada pelos artigos de analise ndo-padronizadas apresentadas na década
de 1950, que demonstravam o conhecimento bastante limitado sobre o tema no século
XVIIL.

Robinson e Lakatos trouxeram a tona reflexdes sobre a histéria da andlise e seus

principios, em comparacdo com as novas descobertas que remetem a andlise fora do
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padrdo e outros estudos sobre o calculo ndo-arquimediano, que surgiram recentemente, e
gue ainda tinham as suas definicbes matematicas e filoséficas pouco difundidas, bem como
a verificagdo das suas conexdes com ideias antigas sobre a formulacao do calculo padréo.

Laugwitz*? foi um dos mais ativos nas publicacdes de artigos, depois de alguns anos
da publicacdo de Schmieden™® que defendia avidamente que a formulagdo n&o-
arquimediana da analise se mostrava eficiente nas interpretacdes dos escritos de Cauchy
em séries numéricas e integrais.

Um novo paradigma ndo necessariamente substitui o anterior, mas pode incorpora-lo
ou estendé-lo, mesmo que ndo altere os resultados obtidos antes, mas se ainda que
filosoficamente tem um novo tratamento, isto deve ser estudado e divulgado. No caso do
célculo sempre se procurou uma forma mais rigorosa de comprovar as descobertas
alcancadas, e por isso muitos académicos tendem a ignorar toda forma de andlise néo-
padrdo, ja que estes estdo presos aos padrdes anteriores, seja por uma questdo puramente
matematica ou mesmo por uma questao filosofica ou politica.

A intuicdo e a facilidade j& nos levam a dedicar atencdo ao estudo da andlise néo-
standard, ja que além disso se mostra mais generalista a aplicacdo da teoria dos conjuntos
bem como a analise real matematica, em modelos teéricos novos, onde podemos trabalhar,
por exemplo, com numeros infinitamente grandes, que € muito mais simples de trabalhar
com numeros infinitos, como a andlise padréo o faz, corroborado por

Muitas vezes, a prova ndo padronizada é intuitivamente mais atraente,
simples e curta, 0 que é uma das razdes para se interessar por analise ndo
padronizada. Outra razdo é que modelos matematicos totalmente novos
para todos os tipos de problemas podem ser (e nesse meio tempo foram)
formulados quando infinitesimais ou outros ndmeros ndo padronizados
ocorrem em tais modelos. (PONSTEIN, 2002, p. 17, tradugdo nossa).

Este estudo traz principalmente a Analise nao-standard de Robinson, mas por
acharmos que é a andlise ndo-padrdo mais promissora, contudo ndo ignoramos o fato de
gue toda andlise dita fora dos padrdes, sobretudo as que se negam a render-se a
propriedade arguimediana ou aos seus equivalentes, tém a sua importancia primitivamente
declaradas, jA que ainda que que nao se alterem o0s resultados obtidos ha séculos,
estariamos inaugurando uma nova forma de se pensar a matematica o que indica um marco
importante na histéria, visto que a mae das disciplinas exatas é colocada em criticas no
cerne da sua existéncia, que € na consisténcia de si propria.

Aqui defendemos que a comunidade matemética possa ter acesso as novas ideias,
gue poderiam mudar pedagogicamente, com alteracées nas disciplinas de célculo e analise,

ou mesmo filosoficamente numa discusséo entre o valor do empirismo e do intuicionismo,

112 Detlef Laugwitz (Breslavia, 11 de maio de 1932 — 2000) foi um matematico alemao, trabalhou com

eometria diferencial, histéria da matematica, analise funcional e analise nao padronizada.
13 Na década de 1950 desenvolveu com Detlef Laugwitz um método de analise ndo padronizada.
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mas que por exemplo para um fisico ou um engenheiro 0s seus resultados ndo sofreriam
alteracdes consideraveis, e isso pode ser uma bandeira contra ou a favor dos novos estudos
em andlise ndo padrdo, ja que a matematica aplicada nao teria interesse nesses novos
conceitos, porém um estudioso da matematica pura, tem a obrigacdo de apreciar e criticar
tais recentes publicacdes, afinal o trabalho de Robinson vai muito além de uma mera teoria
da matematica pura, como diz

Para um matematico oferece um calculo elegante, sugerindo novas ideias, e
aplicada a todos os ramos da matematica. Para um filésofo, ela fornece
uma firme base para o uso de infinitesimais como entidades em calculo.
Nos 300 anos desde Leibniz e Newton isso ndo havia sido feito. Agora, pela
teoria dos modelos, tem isso, e uma vasta generalizacdo. (ANGUS, 1977, p.
657-658). (traducéo nossa).

Desde os tempos antigos vemos que o modelo tedrico e a légica eram de certa forma
periféricos aos estudos do calculo infinitesimal, mais uma vez voltamos a expressao, os fins
justificam os meios, e uma das principais contribuicbes das analise nédo-standards é
justamente buscar essa conexdo, sobretudo na figura da andlise de Robinson, que se
mostra um trabalho altamente interdisciplinar, j& que discute a histéria, a filosofia, a filosofia
da matematica e os fundamentos da matematica, jA que remete aos infinitésimos como
Leibniz pensara, mas ainda com as contribuicdes dos matematicos posteriores a ele como
Cauchy.

Além disso, Robinson abala os alicerces da matematica reestruturando a teoria dos
conjuntos numeéricos, propondo o cerne do problema sempre esteve na formacdo dos
conjuntos numéricos, com a inclusdo de uma nova classe de numeros, os hiper-reais, que
nao nos deveria ser tdo impactante, ja que estes ja passaram por momentos de crises com
0s incomensuraveis (niUmeros irracionais) no século V a.C. e ainda com as raizes quadradas
de numeros negativos no século XVI, mas que principalmente por uma questao filoséfica
fazem-se importantes ao extremo, visto que remonta a uma solu¢do de um dilema que ja
dura mais de 2000 anos, e essa teoria se mostra muito promissora, com mudancgas radicais
no modo de pensar e de se criar ciéncia, como relata Kutateladze e ainda com palavras de
Godel também:

Assim ndo ha davida de que a previsdo de Goédel sobre o futuro da anélise
ndo padronizada se tornard profética, e alguma versdo da analise nao
padronizada tera lugar o célculo diferencial e integral classico de hoje.
Diferenciacdo como busca de tendéncias e integracdo como previsdo de
futuro das tendéncias séo tecnologias imortais da mente. Novas tecnologias
aguardam a humanidade que usard toda a matemética em porcdes
incompreensiveis para todos em por¢des incompreensiveis hoje. Esta sera
a andlise do futuro Godel tinha escrito. (KUTATELADZE, 2013, p. 12-13,
traducédo nossa, grifo nosso).

Aqui temos um ponto importante e fundador das andlises n&o-standards

apresentadas no século XX, Leibniz defende a ideia dos seus infinitesimais, contudo os
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aceita como componentes do conjunto dos nameros reais, e de algum modo se utiliza do
método arquimediano para chegar até eles e os utilizou para minimizar o caminho que o
levou até os seus resultados para a fisica, entdo temos sim uma proximidade de Robinson e
Leibniz, mas mais em funcdo de um afastamento do conceito de momento de um fluente e a

teoria das flux6es que posteriormente se liga aos limites na mecanica de Newton.

6.1 A TRAJETORIA DE ROBINSON ATE A ANALISE NAO-STANDARD

Robinson acredita que o beco agora tem saida, que os infinitésimos de Fermat,
Leibniz, Euler, Cauchy e outros expoentes da matematica, mesmo 0s mais antigos, foram
finalmente apresentados com o rigor e formalizacdo necessarios a partir dos modelos de
conjuntos e analise nao-standard apresentados ao mundo na década de 1960, tanto para a
matematica, quanto para a logica, divisdo definida nos termos de Russell

Diferem entre si como rapaz e homem: a légica € a juventude da
matematica e a matematica € a maturidade da l6gica. Este ponto de vista é
mal aceite pelos l6gicos que, por terem passado a vida a estudar os textos
classicos, sdo incapazes de acompanhar um trecho de raciocinio simbdlico,
e pelos matematicos que aprenderam uma técnica sem se darem ao
trabalho de indagar sobre o seu significado ou justificacdo. (RUSSELL,
2006, p. 191).

Russel que escreve 0 texto acima em sua obra Introduction to Mathematical
Philosophy, publicada em 1919, cerca de 40 anos antes de Abraham Robinson publicar o
seu artigo cobre a andlise ndo-standard, podemos dizer que faz uma previsdo de que um
trabalho matematico e légico, rigoroso em ambas as frentes, cada vez mais rara tal divisdo

Felizmente, ambas as categorias estdo agora a rarear cada vez mais. Muito
do trabalho matemético moderno encontra-se obviamente na fronteira da
I6gica, e a logica moderna é tdo simbdlica e formal, que a relacdo muito
estreita entre légica e matematica tornou-se Gbvia para todo o estudante
instruido. (RUSSELL, 2006, p. 191)

Iniciamos essa secéo do trabalho com palavras de Bertrand Russell por ter sido ele
um dos maiores expoentes da matematica, da légica e filosofia que habitou a Terra no
século XX, e difundiu muitas ideais sobre a necessidade do racional e da criatividade aliados
como formas de se fazer conhecimento, ideia que aparentemente se alinham com os
resultados e com a trajetéria de Abraham Robinson, Russell simplificava os conceitos
matematicos através da l6gica, e ainda por ela a compreensao dos conceitos da filosofia, o
gue fez dele um grande nome da chamada filosofia matematica.

Do livro The Princeton Companion to Mathematics, de Joseph W. Dauben (2010),
temos um breve resumo da trajetéria de Robinson, em seu caminho pela vida e a sua

dedicacéo pela matemética.
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6.2 A FILOSOFIA DO TRABALHO DE ROBINSON

Em todo o corpo deste trabalho defendemos que as descobertas feitas pelos
matematicos sempre foram proporcionadas pelos pensamentos filosoficos que os
acompanhavam nas empreitadas, visto que sem a filosofia, ndo teriam levantado certas
guestbes, seja na busca por respostas, por levantar questionamentos, bem como na base
epistemoldgica que utilizariam no embasamento dos novos conhecimentos construidos.

Abraham Robinson além de poder estudar com Abraham Fraenkel, Michael Fekete e
Jacob Levitzki, matematicos geniais, quando Robinson entrou na Universidade Hebraica em
1936, o Departamento de Matemética (adicionado ao corpo docente em 1927) tinha apenas
uma década. Mas, dado o éxodo de judeus da Europa, varios matematicos impressionantes
se estabeleceram na Palestina, incluindo Abraham Fraenkel, Michael Fekete.

Essa universidade possuia um enorme acervo de livros de Felix Klein, que dentre
outras coisas teve um amplo trabalho sobre a Geometria Nao-euclidiana e nas interligacées
entre a teoria dos grupos e a geometria, € Robinson portanto teve acesso a discussdes
modernas sobre temas naturalmente ndo-standards, jA que a Geometria Euclidiana se
estabeleceu por muitos séculos como a Unica possivel, além disso, teve um estudo profundo
sobre a Andlise Real, com um dos seus grandes expoentes, Fraenkel, que lhe ensinou
muito, segundo Seligman (1979, p. xv), “Robinson estava entre os primeiros alunos de
Fraenkel, mas dentro de dois anos Fraenkel disse que ja havia ensinado a Robinson, seu
aluno mais brilhante, tudo o que podia”. (apud DAUBEN, 2003, p. 246, traducdo nossa).

Ele estudou sobre diversos assuntos, e pode assim conecta-los, e dessa forma
desenvolveu uma matematica muito rica, visto que a vasta aplicacdo de seu trabalho ja se
mostra nos dias atuais, e mais uma vez acreditamos que 0 seu conhecimento sobre a
filosofia, possivelmente, propiciou esse sucesso, que como vemos por Dauben (2002, p.
246, traducao nossa), “Além da mateméatica, Robinson também fez varios cursos de fisica
tedrica, um curso introdutorio de grego, bem como leituras de filosofia antiga, especialmente
0s pré-socraticos e Platdo. Ele também fez um curso dedicado especificamente a Leibniz.”

Temos aqui uma reflexdo sobre Robinson, mas com palavras de Russell, e isso se
explica pelo fato de que além de contemporaneos, embora Russell mais velho, em varios
aspectos vemos semelhangas na filosofia, sobretudo na filosofia matematica dos dois
pensadores.

A matematica € um assunto cujo estudo, quando iniciado nas suas partes
mais familiares, pode ser conduzido em dois sentidos opostos. O mais
comum é construtivo, no sentido da complexidade gradualmente crescente:
dos inteiros para os fraccionarios, [...]. O outro sentido, menos familiar,
avanca, pela andlise, para a abstracdo e a simplicidade l6gica sempre
maiores; em vez de indagar o que pode ser definido e deduzido daquilo que
se admite no comeco, indaga-se que mais ideias e principios gerais podem
ser encontrados, em funcé@o dos quais o que fora o ponto de partida possa
ser definido ou deduzido. (RUSSELL, 2006, p. 13)
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Ele ainda refor¢a, Russel (2006) “E o fato de seguir este sentido oposto que
caracteriza a filosofia matematica, em contraste com a matematica comum.”, o que mostra
gue o cientista l6gico deve ser preocupar com os resultados que podem ser obtidos a partir
do que foi definido inicialmente, e que demonstra total concordancia com a légica nao-
standard defendida nesse trabalho, ja que se para muitos matematicos a mudanca trazida
por Robinson nédo se faz importante por nao mudar os resultados numéricos obtidos, mas no
que se refere a Epistemologia e a Filosofia, o seu trabalho € vital, jA que pode mudar a
forma de pensar do matemaético, permitindo que alcance resultados nunca vistos, Dauben
(2003, p. 252), “Filosoficamente, neste ponto Robinson estava comprometido, como disse,
com um “realismo filoséfico bastante robusto”, o que significa que ele aceitava a “realidade”
completa de qualquer estrutura matemética.”

Além de uma forma da matematica construtiva onde se cria um novo conjunto hiper-
reais a partir dos reais, demonstra uma incrivel formalizacdo, e simplificacdo dos métodos
de obtencdo de tais resultados, e se enquadra perfeitamente nas descobertas do século XX,
como a Relatividade e a Fisica Quantica. Portanto uma constru¢do ndo s6 importante para a
Matematica, mas também para a Filosofia.

Abraham Robinson, um cientista notavel cujas contribuicbes para a teoria
da asa delta e a teoria dos modelos séo as provas mais convincentes de
unidade entre matematica pura e aplicada. Robinson criou uma anélise nao
padronizada que é uma das mais controversas, aplicacdes maravilhosas e
intrigantes da logica para o nlcleo da matematica. (KUTATELADZE, 2013,

p.1)

De uma nova teoria, na era do positivismo, espera-se que venha acompanhada de
aplicacdes, ou mudancas radicais em relagdo a ciéncia ou ao ensino. E temos na analise de
Robinson ambas as “exigéncias”, visto que varias aplicagdes foram descobertas pelos
analistas, bem como a forma menos complexa de se trabalhar com os hiper-reais em
contrapartida aos épsilons e deltas, mostra que essa nova teoria deve ser aplicada
urgentemente nas academias e nos bancos universitarios, como podemos ver por Angus:

Em 1960 apareceu seu [Abraham Robinson] primeiro artigo sobre analise
ndo padronizada. [...] Ele foi rapidamente seguido para a nova area por um
grupo de analistas, notadamente Luxemburg. Nos 16 anos desde que
surgiu, 0 método interagiu com sucesso com analise, algebra, teoria dos
ndmeros, topologia, economia matemdtica, teoria do movimento browniano
e da teoria quéantica de campos. O método ja € oferecido em algumas
universidades (M.L.T., Wisconsin) como uma alternativa para o método (g, 6)
de Weierstrass. (ANGUS, 1977, p. 657) (traducdo nossa)

Uma preocupacdo clara de Robinson se da em relagdo a l6gica da matematica que
no século XX se mostra importante para o embasamento de toda teoria matematica, e os
tais nimeros bem pequenos e bem grandes sempre foram um incémodo para os logicistas,

e 0s axiomas estabelecidos em uma forma de ciéncia padrdo. Um dos maiores matematicos
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desse século mostra a sua admiragdo pelo trabalho desenvolvido por Robinson e sua
analise ndo-standard, nas palavras de Dauben

Kurt Godel, por exemplo, acreditava que Robinson mais do que ninguém
mais tinha conseguido unir matematica e ldgica, e ele elogiou a criacédo de
Robinson de analise fora do padrao para alistar as técnicas da ldgica
moderna para fornecer fundamentos rigorosos para o calculo usando
infinitesimais reais. (DAUBEN, 1988, p. 178, traducdo nossa).

A légica e a filosofia sempre andaram juntas, em Robinson, seja na sua vida
académica, profissional e em seus escritos sobre a analise ndo-standard, e vemos nele a
genialidade que pode dar o embasamento tdo aguardado ao Célculo Infinitesimal como uma
consequéncia dessa Interdisciplinaridade de pensamentos

Na UCLAY™ Robinson ministrou um seminario sobre légica no
Departamento de Matemética e uma introducao a filosofia da matemética no
Departamento de Filosofia. Ele também ministrou um curso introdutério
sobre l6gica moderna no Departamento de Filosofia, e até mesmo um curso
geral sobre filosofia da ciéncia. No Departamento de Matematica, ele
também ministrou um curso de um ano sobre teoria axiomatica dos
conjuntos e outro sobre aplica¢des da logica a andlise. (DAUBEN, 2003, p.
261).

Em reforgco a essa constatacdo temos a declaracdo: “ele alternava suas reunides
entre os departamentos de filosofia e matemética”. Robinson impressionou especialmente
David Kaplan, um de seus colegas de filosofia, porque “ele falava de filosofia como os

filosofos falavam” (David Kaplan, apud Dauben, 1995, p. 316).

6.3 A MATEMATICA DO TRABALHO DE ROBINSON
Muitos matematicos foram contra a ideia da existéncia dos numeros irracionais e
hoje aceitamos que é verdadeiro, muitos gedmetras foram contra a formulagcdo do V

axioma'®®

de Euclides e hoje sabemos que € bem coerente nega-lo em algumas situagoes,
muitos sequer poderiam conceber a ideia de um numero imaginario e hoje a academia os
aceita veementemente, a fisica de Newton “supera” a de Galileu e fora superada pela fisica
de Einstein mas hoje varias de suas afirmacdes jA foram comprovadas também
empiricamente, entdo nos leva a pensar, e se estes cientistas ficassem presos aos modelos
padrdo em suas épocas, sera que teriamos tantos conhecimentos e tantas tecnologias como
contemplamos hoje, no século XXI.

Leibniz defendia, para o estudo do célculo, a ado¢do de um sistema numérico mais
amplo que os numeros reais que incluissem, numeros "ideais" infinitos e infinitesimais e no

gual continuassem a verificar-se as leis usuais dos numeros ordinarios, portanto Leibniz é

4 Universidade da Califérnia em Los Angeles, onde Robinson trabalhou de 1962 a 1967).

1% se uma reta, ao cortar outras duas, forma angulos internos, no mesmo lado, cuja soma é menor
do que dois angulos retos, entdo estas duas retas encontrar-se-do no lado onde estdo os angulos
cuja soma é menor do que dois angulos retos. Por um ponto fora de uma reta pode-se tracar uma
Unica reta paralela a reta dada.
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um precursor de um conjunto hiper-real, isto é, um precursor da andlise ndo-standard, ndo
apenas pela introducdo dos infinitos e infinitesimais em seu calculo, mas principalmente por
ser um precursor da teoria dos modelos'*® de Robinson.

Uma inconsisténcia prévia por uma parcialidade filosofica ou politica, podem cegar
um vidente, ou transformar um erudito em um ignorante, ainda que uma contribuicdo
“apenas” epistemoldgica seja conseguida com um novo conhecimento cientifico, ele tem o
seu valor e deve ser admirado. Os infinitesimais e os limites sempre pareceram ser um
“‘beco sem saida evolutivo”.

Robinson alcangcou sucesso na formalizacdo do Calculo com seus infinitésimos e
infinitos, certamente pelo seu trabalho pautado na légica da algebra, jA que assim com
Leibniz, ele procurou se afastar do construtivismo geométrico, e assim fundamentar e
generalizar a matematica por meio do rigor da algebra, e assim foi capaz de criar uma nova
analise, por meio de um estudo da teoria dos niumeros e as técnicas aplicadas em busca de
sua formalizacé&o.

Na sua biografia, escrita por Dauben, vemos claramente essa tendéncia por
Robinson

Querendo aprofundar seus proprios estudos matematicos, Robinson se
matriculou como estudante de pds-graduacdo no Birkbeck College,
Universidade de Londres, onde estudou com Richard Cooke e Paul Dienes.
Ele originalmente pensou em dedicar uma tese de doutorado a sintaxe da
algebra, mas isso acabou se tornando “Sobre a Metamatematica da
Algebra”. Ele relatou alguns dos primeiros resultados de sua tese em um
breve resumo que enviou ao Journal of Symbolic Logicem 1949: “Analise e
Desenvolvimento da Algebra pelos Métodos da Légica Simbélica”. Mesmo a
partir dessa nota muito concisa, ficou claro que seus interesses eram muito
mais matematicos em sentido estrito do que os de outros pioneiros do
assunto, como Alfred Tarski e Leon Henkin. O principal interesse de
Robinson era a algebra, e ele considerava a l6gica um meio de obter
resultados novos e mais gerais — ndo um fim em si mesmo. (DAUBEN,
2003, p. 250).

No que tange a questdo do Célculo Diferencial e Integral e a Analise Matemética, a
Andlise Ndo-Standard de Robinson, indica que se faga uma extensdo do corpo dos numeros

Reais R para um corpo *$R 117, corpo este que conterd os numeros infinitamente pequenos

e infinitamente grandes, que foram contestados desde a cria¢do do calculo com Newton e
Leibniz, Robinson achava que Leibniz havia criado um calculo mais légico e formal, como

(DAUBEN, 1988, p, 185)” Como Leibniz (e Kant depois dele), Robinson rejeitou qualquer

18 Abraham Robinson ficou conhecido por sua abordagem de usar os métodos da légica matematica
para atacar problemas de andlise e algebra abstrata. Ele introduziu muitas das noc6es fundamentais
da teoria dos modelos. Usando esses métodos, ele encontrou uma maneira de usar a légica formal
para mostrar que existem modelos ndo padronizados autoconsistentes do sistema de nimeros reais
gue incluem nameros infinitos e infinitesimais.

117 P R 5 * . , . ~
Robinson utiliza essa notagéo, *R para representar o conjunto dos nimeros reais na forma nao-
standard.
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base empirica para o conhecimento sobre o infinito, seja na forma de quantidades
infinitamente grandes ou infinitamente pequenas, conjuntos, seja o que for.”

O método de Weiwerstrass nos trouxe definicbes de derivadas e integrais
exclusivamente com numeros reais, bem como demonstracfes de teoremas classicos do
célculo, contudo, com uma diminuicdo do aspecto intuitivo e aumento da complexidade, e
ainda néo trazendo uma solugéo para os chamados ldgicos, ja que ele ndo tratou a questao
dos infinitesimais de frente e sim por intermédio das derivadas e integrais, e assim como dito
antes por Leibniz, ficcdes lteis, porém agora ndo chamados de infinitesimais, mas de
épsilons e deltas.

Sabemos hoje, que o0 método de Weierstrass, e seus épsilons-deltas, que sao vistos
como salvadores da tal contestacdo l6gico-histérica, na verdade criou um jogo
epistemoldgico, onde os limites e as magnitudes infinitesimais ndo foram eliminados do
célculo como os criticos queriam, mas apenas os retiraram das demonstracdes formais, em

uma clara renomeacao dos mesmos, ou seja, a técnica se baseia em épsilons e deltas para
- : o : : . dy ~ )
calcular limites e diferenciais, jA& que o quociente diferencial E de uma fungdo y = f(x) &

ainda um limite de um quociente da diferenca, onde a definicAo encontrada hoje nos livros
didaticos é dada por
A derivada de uma funcéo f em um namero a, denotada por f'(a), é

fla+h) - f(a)
h

f'(a) = lim

se o limite existir. (STEWART, 2016, p. 124).
Portanto, continuamos tendo uma divisdo por um namero muito proximo de zero, e a
diferencial ou derivada baseada em um Ilimite de funcdo, recorrendo na mesma
inconsisténcia antes observada na criagdo do célculo, ja que h, € um numero real maior do

gue zero e menor gue todos 0s nimeros reais positivos, entdo temos por exemplo, que h é
" h . ~ ~
positivo e menor do que o seu dobro > Sendo assim, ndo vemos uma solucdo do

problemaspor Weierstrass, e uma extensdo dos numeros reais, de uma forma rigorosa, se
faz necesséaria como concorda

Um infinitesimal € um “nimero” que é menor que cada nuamero real positivo
e é maior que cada numero real negativo, de modo que no sistema de
nameros reais é apenas um infinitesimal, ou seja, zero. Mas na maioria das
vezes apenas infinitesimais diferentes de zero sdo de interesse.

Isso esta relacionado ao fato de que quando na definicdo de limite usual x
tende a ¢, na maioria das vezes apenas os valores de x que sao diferentes
de ¢ sé@o de interesse. Portanto, o sistema de numeros reais deve ser
estendido de alguma forma ou outra para incluir todos os infinitesimais.
[...]lespera-se que a teoria resultante seja matematicamente soélida e
completa dentro de limites 6bvios. (PONSTEIN, 2002, p. 17, prefécio,
traducdo nossa)
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A andlise ndo-standard de Robinson nos mostra que podemos trabalhar com os
infinitesimais de forma rigorosa, definir os diferenciais dx e dy de Leibniz, a partir desse

corpo estendido do conjunto dos numeros reais, jA que ainda apés os trabalhos de
Weierstrass tenhamos a notagcédo das derivadas dadas por f'(x) = %’ a ideia de dx e dy,

nao sdo concebidos no calculo weierstrassiano, visto que neste ainda sé existem nuimeros
reais.

A analise ndo-standard sinaliza que o conjunto dos ndimeros reais nao responde a
questdo dos infinitesimais, visto que um numero real tanto filosoficamente quanto
matematicamente ndo consegue dar o embasamento aos conceitos de diferenciagdo e
integracdo. Filosoficamente ou fisicamente teriamos que conceber um nimero real capaz de
caracterizar magnitudes infinitamente pequenas e infinitamente grandes, e
matematicamente, pois nesse modelo deveria existir um real infinitesimal positivo, 6 >0,
o € IR, menor que todo nimero positivo, mas sendo assim temos que 20 <0, jaque o é
0 menor dos ndmeros, mas se dividirmos a inequacgéo por &, temos que 2<1, o que € um
absurdo.

De forma heuristica o que se tem feito na matematica, na fisica, etc, tem sido feito na
analise matematica, como em épocas anteriores, um jogo de conveniéncia, onde
consideramos esse infinitesimal diferente de zero e em outros momentos 0 mesmo numero
igual a zero, numeros representativos de quantidades, e quando necessério, considerados
finitos, portanto para que se tenha consisténcia mateméatica é necessario que se um dominio
maior para as fungdes, que inclua niumeros que possam responder as tais inconsisténcias.

Uma aritmética ndo-standard ja havia sido publicada, e Robinson ja havia estudado
sobre o assunto, e pode assim estender a ideia para uma Analise ndo-standard, e assim
voltar a questéo dos zeros, e infinitesimais de Leibniz, como vemos em Dauben

Ele vinha pensando sobre a abordagem de Skolem para aritmética nao
padronizada por algum tempo, quando um dia, ao entrar no Fine Hall em
Princeton, a ideia de modelos ndo padronizados para analise de repente
surgiu em sua mente. Uma palestra plenéaria que ele concordou em dar na
reunido do aniversario de prata da Association for Symbolic Logic em
janeiro de 1961 provou ser uma ocasido adequada para tornar publica sua
nova ideia, e no curso sobre “Aritmética Nao-Padrdo e Andlise Nao-Padrao”
ele delineou como era possivel fornecer uma base rigorosa para o céalculo
usando infinitesimais. Ele comunicou isso quase imediatamente a Arend
Heyting, e logo o primeiro artigo de Robinson sobre o assunto foi publicado
nos Proceedings of the Netherlands Royal Academy of Sciences. (DAUBEN,
2003, p. 259, traducado nossa).

A andlise ndo-standard de Robinson foi capaz de incluir os nimeros infinitesimais e
infinitos aos numeros reais, mantendo a nocao de Corpo Ordenado necesséria a analise

matematica padrdo, fazendo desta a andlise ndo-standard que melhor responde ao
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problema dos infinitesimais, sem a necessidade de alteracbes nas premissas da Analise
Classica padrao, como dito pelo préprio Robinson

Nossa abordagem atual produz uma extensdo adequada da Analise
classica. Ou seja, as propriedades padrdo de determinadas funcdes (por
exemplo, as funcdes trigopnométricas, as funcdes de Bessel) e relacbes, em
certo sentido tornadas mais precisas dentro da estrutura do célculo de
predicados mais restritos [corpo dos reais], ainda sdo validas no sistema
mais amplo. (ROBINSON, 1961, p. 433).(traducdo nossa).

Com a extensdo do dominio do corpo R para um corpo *$R, teremos a inclusédo dos
infinitesimais e infinitos, nos moldes pensados por Leibniz com os seus dx e dy, mas agora
com a experiéncia da légica e andlise moderna, que nos permite criar tal corpo com
restricbes com resolvem todos os problemas apontados anteriormente em relagdo a
inconsisténcia apresentadas em todas as tentativas dos matematicos anteriores, e como diz
Robinson:

No entanto, o novo sistema contém também quantidades infinitamente
pequenas e infinitamente grandes e, portanto, podemos reformular as
definicbes classicas do célculo infinitesimal dentro de um célculo de
infinitesimais e ao mesmo tempo adicionar novas nocfes e resultados.
(ROBINSON, 1961, p. 433).(traducdo nossa).

Uma preocupacao de Robinson é em manter o maximo que se possa da estrutura do
Célculo e da Andlise padrdo, e mesmo ja existindo uma analise com os infinitésimos, ele
pensa que a sua formulacao leva vantagem nesse quesito, como cita:

Finalmente, um esforco recente e bastante bem-sucedido de
desenvolvimento de um calculo com infinitesimais é devido a SCHMIEDEN e
LAUGWITZ™® cujo sistema numérico consiste em infinitas sequéncias de
nameros racionais. A desvantagem deste sistema € que ele inclui divisores
de zero e que é apenas parcialmente ordenado. Em consequéncia, muitos
resultados classicos do Calculo Diferencial e Integral devem ser modificados
para atender as mudancas circunstancias. (ROBINSON, 1961, p.
433).(traducéo nossa).

Dois anos depois, Robinson langou 0 livro Introduction to
Model Theory and to the Metamathematics of Algebra, a segunda metade era quase
inteiramente nova e incluia uma secao substancial sobre analise ndo padronizada.

Nas aulas de calculo aprendemos sobre os diferenciais dx e dy, e que sao
infinitesimais, nimeros tdo pequenos quanto queiramos, mas declaradamente, ou quando
os utilizamos em técnicas de derivagdo, somos informados infinitesimais nao existem, e

algumas circunstancias nos levam a contradicbes matematicas, que embora escrevamos

dy . . 2 : :
ix isso ndo é um quociente entre duas quantidades e que devemos pensar neles apenas

118 SKOJ,EM, T., Uber die Nichtcharakterisierbarkeit der Zahlenreihe mittels endlich oder abzahlbar
unendlich vieler Aussagen mit ausschliesslich Zahlenvariablen, Fundamenta Mathematicae 23, 150-
161 (1934). SKOJ,EM, T., Sobre a ndo caracterizagédo da série de nimeros usando finitos ou infinitas
declaracdes contaveis com variaveis exclusivamente numeéricas, Fundamenta Mathematicae 23, 150-
161 (1934).
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. . o . Ay - ~
como uma notagao u'[ll, ou seja, O limite do quouente A_x’ e tao somente uma abstragao

sobre alguns nameros infinitamente pequenos, e que o calculo portanto se baseia em uma
ideia abstrata e néo real.

Um estudante de célculo entdo se vé estudando uma matematica abstrata, ainda que
em uma disciplina que promete trazer realidade para elementos da natureza, que nada tém
de abstratos, jA que se referem a fisica e ndo a metafisica, e nos faz pensar se estamos
estudando matematica ou filosofia, ou provavelmente ambas.

A duavida que paira entdo € sobre se, portanto, essas quantidades ndo existem, se
suas magnitudes reais ndo existem, ou se o0 conjunto numérico relacionado ao calculo e a
analise matematica ndo sdo capazes de representa-los. Este Ultimo talvez o mais provavel
ja que com excegdo dos numeros naturais, todos 0s outros claramente sdo invencgdes da
mente humana, portanto, passiveis de alguma inconsisténcia ou incompletude, como
concorda Kronecker no texto de Eves

Kronecker especializou-se em teoria das equagbes, funcdes elipticas e
teoria dos numeros algébricos. Como finitista, ele condenava o trabalho de
Cantor, que considerava como teologia e ndo como matematica.
Acreditando que toda a matemética deve se basear em métodos finitos
desenvolvidos a partir dos nimeros inteiros, era um pitagérico do século X
IX. E sua a famosa frase: “Deus fez os numeros inteiros, todo o resto é
criacdo do homem”. (EVES, 2011, p. 616).

Em outras palavras, o que diz Kronecker é que fisicamente entendemos os nimeros
inteiros positivos, como quando dizemos: “Eu tenho cinco canetas”, ja que embora o cinco
nao exista, as canetas existem, e o0 cinco é um representante dessa quantidade, mas como
fariamos no para quantificar o infinito? Vocé pode ter infinitas canetas? Existem infinitas
gotas d’agua no oceano? Mas e se retirassemos gota por gota, ndo teriamos a ultima gota?
E o infinitésimo? Eu posso ter um infinitésimo de uma gota? Mas se subdividimos uma gota,
ainda ndo é uma gota, s6 que menor, e que pode ser reduzida mais e mais?

Entdo a ideia de um namero real, mas que ao mesmo tempo possa representar algo
totalmente abstrato, quanto a ideia de menor dos nimeros, mas ainda positivo, ou de uma
guantidade que diminui indefinidamente, mas que nunca chega ao zero, ndo desaparece,
parece matematicamente ou até filosoficamente contraditéria.

Mas nesse estudo, algumas vezes ressaltamos que as técnicas, ainda que sob um ar

de métodos Uteis, nos levaram a resultados incontestavelmente satisfatérios, o que nos leva
. ~ . o dy
mais uma vez a pensar que o problema talvez ndo seja nas técnicas ou nos 2’ mas no

dominio atribuido a esses problemas mateméticos, onde o conjunto dos reais ndo é capaz
de dar consisténcia ao calculo.
O conjunto dos reais foi criado para contrapor os numeros irreais(imaginarios) das

raizes quadradas de numeros negativos, que foi entendido como um conjunto que nao
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poderia representar a realidade, e portanto tivemos uma extensdo do conjunto numérico na
época, e nos perguntamos, se foi uma criagdo do homem, e mostrou o seu valor ao
comprovar diversos teoremas algébricos, porque ndo poderiamos fazer o mesmo agora,
estendendo mais uma vez o conjunto dos numeros reais, para um conjunto que pudesse
responder a todos esses anseios, e ainda manter as técnicas, que conhecidamente
funcionam, sem grandes mudancgas?

Pensando dessa forma Abraham Robinson foi capaz de introduzir tais nimeros em
uma analise, que como contrapde a andlise padrdo da época, fora chamada de analise nédo-
padrdo, ou nao-standard, ou ainda non-standard, com traducdo completa ou parcial da
nomenclatura, e um conjunto de nimeros de uma classe nova sendo criados, esse conjunto
unido ao conjunto dos nimeros reais, assim chamado de conjunto dos numeros hiper-reais
ou hyperreais ou hiperreais, com agora nimeros em uma parte standard e outra ndo-
standard.

Além de extensBes dos conjuntos numeéricos, como o caso dos irracionais e
imaginarios, ja terem sido vistas e aceitas pelos matematicos, o célculo de Leibniz, que
mesmo sob criticas continua sendo usado satisfatoriamente, configura também, uma
extens@o do conjunto dos numeros, onde inclui-se o conjunto dos infinitesimais e infinitos,
contudo, sem um aporte analitico como nos dias atuais, ja que ndo existiam na época, mas
0 que Leibniz faz é criar um conjunto novo, no qual o conjunto dos nimeros reais €
subconjunto, a andlise de Robinson traz os infinitesimais de Leibniz a volta, e com a
simplicidade que temos hoje ao tratar os nimeros complexos, como pensa Angus(1977), ao
ter acesso a essa nova teoria "Ha, acredito, um sentimento geral de que devemos ter
infinitesimais como entidades, assim como temos 0s nimeros complexos.”

A busca por uma analise que pudesse novamente trabalhar com os infinitesimais e
guantidades infinitamente grandes ja era buscada ha muito tempo, e em 1958, uma boa
andlise foi apresentada, mas que continha um problema para a analise padrdo, j4 que a
conhecida andlise real tem sua base no fato de que o conjunto dos reais € um corpo
ordenado completo, que é contemplado na analise de Robinson, e a andlise de Schmieden
e Laugwitz trouxe um anel apenas parcialmente ordenado, portanto a analise de Robinson
se mostrou melhor nesse quesito, como vemos por Luxenburg

De fato, duas dessas teorias foram oferecidas, uma por Schmieden e
Laugwitz em 1958 e outro por Robinson em 1961. Essas duas teorias séo
muito diferentes uma da outra. Schmieden e Laugwitz chegaram a sua
teoria por meio de uma nova abordagem da teoria de Cantor definicdo do
sistema dos numeros reais. O sistema generalizado de nimeros que eles
obtiveram é um anel ordenado (= parcialmente ordenado) com divisores de
zero e que contém infinitesimais e numeros infinitamente grandes.
(LUXEMBURG, 1962, p. 01)
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Para os mateméticos, a analise de Robinson se mostrou muito eficaz e pode se
mostrar uma importante ferramenta para a simplificacdo de métodos antes bastante
complicados e trabalhosos, e pelo seu aspecto construtivo temos técnicas mais intuitivas, ja
gue nos leva a procedimentos com tratamento finito, 0 que antes ndo era possivel

Muitas provas e construcdes se tornam mais simples, no sentido de que
processos limitantes complicados podem ser substituidos por processos
finitos ndo padronizados mais intuitivos. processos discretos. Um bom

exemplo é o recente trabalho de Loeb™ sobre teoria do potencial. Em

alguns casos novos resultados foram encontrados, notadamente o teorema
de Bernstein-Robinson sobre operadores polinomialmente compactos.
(Neste caso, €é claro, o resultado foi substituido por técnicas convencionais.
(ANGUS, 1977, p. 657) (traducdo nossa)

Dois problemas, que hoje sabemos serem equivalentes epistemologicamente, que
foram a busca de diversos matematicos, sdo a quadratura do circulo e o problema das
tangentes as curvas em um ponto dado. Tanto Newton, quanto Leibniz conseguiu
generalizar a solucao do ultimo, melhorando consideravelmente as solu¢des apresentadas
antes, por outros matematicos.

Entdo podemos dizer que esse problema foi a motivagdo para a criacdo do calculo
diferencial e integral, sobretudo porgue Newton pensava nesse problema em termos da sua
fisica, procurando encontrar a velocidade instantdnea de um maével, jA que até entdo s6 se
sabia, com precisao, calcular a velocidade média, entdo vamos ver no que consistiu esse
problema em termos da andlise padrdo, mas ndo desprezando nimeros nao-nulos, que em
técnicas Uteis, consideram niumeros positivos, ou negativos, sendo substituidos por zero,

1
como o claramente ndo é zero e sim s6 um nimero bem pequeno se m é grande, como
podemos ver por Ponstein 2002, p. 19, traducéo nossa).

Um infinitesimal € um ndmero que é menor que todo ndmero real positivo e
€ maior que todo numero real negativo, ou, equivalentemente, em valor
absoluto € menor que 1/m para todo m € IN = {1, 2, 3, .. .}. Zero € o Unico
ndamero real que ao mesmo tempo € um infinitesimal, de modo que os
infinitesimais diferentes de zero ndo existem na matemética classica.

Para determinarmos a inclinacdo de uma curva, como y = x?, devemos levar em
consideracao o fato de essa inclinacdo muda para diferentes valores de x, e isto caracteriza
0 problema dessa tarefa, e a solug¢do intuitiva é pensarmos na inclinacdo de uma reta
secante a curva, e fazermos uma “média” da inclinagcdo da reta que passa por dois pontos
da curva, que é dada pela razdo da mudanca de y em relacdo a mudanca de x, nesse

intervalo, isto é:

% peter A Loeb, matematico da Universidade de lllinois, cuja pesquisa esta centrada em problemas

de representacdo de medidas e limites ideais na teoria do potencial e também na aplicacdo de
modelos ndo padronizados a analise matematica.



159

Incli 3 Adi &y
nclinacao media = —
& Ax

Entdo devemos calcular essa inclinacdo média entre os pontos Py(xg,y,) €

P; (Xo + Ax, y0+Ay), gue representa a tangente do angulo no triangulo retangulo da figura 6:

Figura 6: Coeficiente angular da reta tangente a curva y = x?
y

(xo+ Ax, yo+ Ay)
(X0, ¥0) Ay

Ax

(KEISLER, 2012, p. 22)
J& que os pontos P, e P; estdo sobre a curva, entdo satisfazem a equacdo cartesiana
da curva, ou seja:

MY, =x> e M) Yo +AY = (% +AX) =y, +AY = X2 + 2.X,.AX + (AX)?
Subtraindo a equacéo (l) da equacéo (Il), temos:

AY = 2.X,.AX + (AX)®
Dividindo ambos os membros por Ax, ficamos com:

AY _ 2.X.AX+ (Ax)?

AX AX

R A
Simplificando por Axtemos que A_y =2.X, + AX
X

O célculo desenvolvido acima depende da condicdo Ax =0, sendo o quociente seria

Ay

indeterminado, ja que teriamos A
X

0 . o
:6' sendo assim, portanto a inclinagdo da reta no

ponto P, (xg,yo), devemos considerar AX um nimero muito pequeno porém nao nulo e assim
teremos os pontos P, e P;, bem proximos, portanto a reta secante esta bem préxima de ser
a propria reta tangente, e assim a média das inclinacdes esta bem proxima da inclinacdo da
A . A
curva, portanto temos A_y = 2.X, + AX seréa dado por A_y =2.X,.
X X

A solugdo do problema descrita acima é claramente inconsistente, ja que em algum
momento nos desprezamos AXx, isto €, o consideramos igual a zero, mas que antes
impomos que seria diferente de zero, entdo vemos uma falta de rigor matematico no
processo, mas um defensor desse método poderia alegar que Ax, ndo representa uma

magnitude fisica, e por isso poderia garantir a consisténcia no ambito da analise real.
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A alegacdo entdo ndo € plausivel quando associamos 0 processo a mecanica, pois

podemos agora pensar em um movel se movendo ao longo do eixo y de acordo com a
equacdo Yy =t?, portanto o processo descrito acima nos traria & uma concluséo semelhante,

mas agora concluindo que a velocidade do mével no intervalo de tempo At seria dada por:

V

média

_AY 2, + At
At

E consequentemente a velocidade instanténea em t,, considerando At desprezivel:
Vi = 2.8, entéao v, =248,

A guestdo posta entdo € sobre o qudo pequeno um nimero ou uma magnitude deve
Ser pequena para que possa ser desprezada. Sabemos que em um pequeno intervalo de
tempo, caso a velocidade do movel ndo seja constante, a velocidade, portanto, pode alterar,
e entdo tempos um problema ja que a velocidade foi calculada em um intervalo de tempo,
mas considerada inalterada nesse intervalo, j& que supomos um intervalo pequeno, mas nao
nulo, apenas desprezivel.

O problema epistemolégico trazido nos leva a pensar que o Unico niumero real que
pode ser desprezado nessa situagdo seria 0 préprio zero, mas o problema se pde no inicio
da técnica, j4 que precisamos supor ser ndao-nulo.

Um estudante de Calculo padrdo nesse momento deve pensar que utilizando o
conceito de derivada de uma fungéo polinomial poderia resolver o problema apresentado de

forma rapida e eficiente, mas devemos nos lembrarnos que o problema se mantém, visto

. . ~ A
gue a derivada nada mais € do que a razéo A_y com Ax e Ay bem pequenos, e portanto, a

X
falta de rigor se mantém.

A solucéo, portanto, se da na formacdo do conjunto numérico, pois precisamos de
um numero infinitamente pequeno, mas ndo-nulo, e essa solu¢do entdo se concentra na
extensdo do conjunto dos ndimeros reais, como proposto por Robinson, e esse novo sistema
numérico é denominado de nUmeros hiper-reais, € contém 0s ndmeros reais e 0s
infinitesimais diferentes de zero.

Dedekind constr6i o conjunto dos numeros reais enquanto um Corpo Ordenado
Completa, a partir da incompletude do Anel dos numeros Racionais, e Robinson faz o

mesmo, em uma forma construtiva de extensdo numérica a partir dos nameros reais, e
nesse conjunto um numero € denominado infinitamente pequeno ou infinitesimal se, e
somente se

—a<e<a

para todo namero real a > 0.
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Robinson tem como ponto de partida uma forma construtiva, semelhante ao que se
fez com o0s numeros reais, ndo com a inclusdo dos irracionais por uma questdo de
comodidade, mas agora como o objetivo de formalidade analitica, € com um modelo
axiomatico bem fundamentado, obviamente levando os axiomas ZFC'*® como corretos na
base da analise padrao(classica), estendendo a teoria dos conjuntos, mas mantendo a base
da analise real portanto, como dito por Ponstein, 2002:

Robinson parte dos axiomas da teoria dos conjuntos devidos a Zermelo e
Fraenkel, e o axioma de escolha (chamado de axiomas ZFC), deriva IR em
uma forma classica tipo de caminho, e entdo estende IR para *IR aplicando
uma quantidade bastante consideravel de l6gica matematica, como indicado
anteriormente. (PONSTEIN, 2002, p. 36) (tradug&o nossa).

6.3.1 NOCOES INICIAIS DA EXTENSAO DOS REAIS (OS HIPER-REAIS)

De acordo com os escritos de Robinson, o conjunto dos numeros hiper-reais €
denotado por R, e esse conjunto foi construido de maneira que RcR, isto é, todo
namero real € um namero hiper-real, mas em R~ existem outros ndmeros, os antes

conhecidos como infinitesimais, em uma forma semelhante a que Leibniz utilizava, e R é
um corpo ordenado, o que preserva as caracteristicas do conjunto R, e Robinson trata os
teoremas da Andlise Real segundo os teoremas de ZFC e assim as técnicas aplicadas no
gue conhecemos como Andlise Real, como garante LINDSTROM(1998, p. 07, traducdo
nossa).”"Mas R € muito mais do que uma estrutura algébrica sem divisores de zero: é um
corpo ordenado com elemento zero 0 = <0,0,...> e com unidade 1 =<1,1,...>.

Esses infinitesimais em R se dividem em positivos, negativos e o numero real zero.
Se 0s numeros a e b sdo hiper-reais, entdo a diferenga a — b € um infinitesimal, e dizemos
gue a é infinitamente proximo de b.

No procedimento utilizado acima, teriamos agora na andlise ndo-standard, que se

Ax € um infinitesimal, entdo X, € infinitamente proximo de X, + AX, e temos ainda que se ¢

1
€ um infinitesimal positivo, entdo —e é um infinitesimal negativo e — é um numero infinito
&

=

positivo, isto é, — é maior do que qualquer numero real e — - um namero infinito negativo,
&

(U

isto €, —— é menor do que qualquer nimero real. Os nameros hiper-reais que ndo sao

(]

120 Na matematica, a teoria dos conjuntos de Zermelo-Fraenkel com o axioma da escolha, nomeada
em homenagem aos matematicos Ernst Zermelo e Abraham Fraenkel e comumente abreviada
como ZFC, é um dos muitos sistemas axiomaticos que foram propostos no inicio do século XX para
promover uma teoria dos conjuntos sem o0s paradoxos da teoria ingénua dos conjuntos, como o
paradoxo de Russel. Atualmente, a ZFC é a forma padrdo da teoria axiomatica dos conjuntos, sendo
o fundamento matematico mais comum.
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infinitos sédo denominados finitos. Por Lindstrom (1998, p. 07, traducdo nossa), temos estas

definicbes e exemplos ilustrativos:

Definicéo

(a) Um elemento X € R éinfinitesimal se —a<x<a para todos 0s nimeros reais positivos
a.

(b) Um elemento X € R & finito se —a < X <a para algum nimero real positivo a.

E um elemento de R n&o finito é chamado de infinito.

C 1 o .
Trés exemplos de infinitesimais s&o 0, 6, = <1> eod,= <T> . Para verificar iSso,
n n

digamos que o, seja infinitesimal, note que para qualquer nimero positvo ac$R, o

. 1 , , -

conjunto {n:—a<—<a contém todos, mas um numero finito de n's e, portanto, tem
n

cardinalidade um, ou seja, um Unico elemento. Observemos, também, que desde que

o, #0,, as duas sequéncias convergindo para zero em taxas diferentes, séo representadas

por diferentes infinitesimais.

Finalmente de (a), observe que zero é o Gnico numero real infinitesimal:

Demonstracdo: Seja r um infinitesimal real com r =0, entdo |r| #0, e, como R é um corpo

ordenado completo(arquimediano), existe um nimero natural n tal que 1< n|r|, 0 que € um
absurdo ja que r é infinitesimal.

E ainda de (b), temos que se X € R é finito, entdo existird um Gnico nimero real r tal
que X=r.
Demonstragdo: Como x é finito, o conjunto A= {y eRly< x} é limitado superiormente em
R. Fagamos r o supremo de A em $R. Para provarmos que X =T, basta que |x—r| <¢
para todo ndmero real positivo &. Seja &€ um numero do tipo, entdo, se r < X—g, entao
r+e<Xr+scehA,er+e<r entdo temos que &£ <0, o que é um absurdo, visto que pela

hipotese & > 0.

Se X+&<r,entdo X<r—¢g e r —e¢é uma cota superior de A em R, o que é um absurdo
por £>0 e r—g<r=sup,(A). Assim temos que r—s<r<x+h, isto é, |r—x|<g,

portanto X = r . A unicidade vem do fato de que “zero € o Unico nimero real infinitesimal”, ou

seja, suponha que existe um s tal que X =S, da transitividade da equivaléncia, temos que

r = s, portanto r, existe e é Unico.
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Importante salientar, que foi usado o argumento do nimero real menor que todos 0s
namero positivos os infinitesimais dos reais, que gerava o erro em que um numero era maior
do que eu seu dobro, em funcao de tais infinitésimos, ja que agora o seu Unico infinitesimal
€ 0 zero, que nao é igual ao seu dobro, e sim igual, 0=2.0. *9R ndo possui a maior das
cotas inferiores, o infimo, mas isso, através da analise ndo-standard foi resolvido, ja que
agora o conjunto de todos os infinitesimais sdo externos.

Exemplos de numeros infinitos(hiper-grandes), positivo e um negativo, sao

respectivamente <n> e <— n2>, observe que isso ndo é no sentido de infinitos, ja que nédo

existe o infinito enquanto niumero, mas de infinitamente grandes,

Portanto, cada ¢ infinitesimal diferente de zero pode ser invertido e o resultado é o
nimero w = 1/e. Segue-se que | w | > n para todo n € IN, entdo podemos dizer que w
(positivo ou negativo) € hiper-grande (ou infinitamente grande). Niameros hiper-grandes néo
aparecem na andlise classica, mas, no entanto, podem ser tratados como numeros
classicos.

E facil verificar que as regras aritméticas que se esperariam realmente ocorrem; por
exemplo, a soma de dois infinitesimais € infinitesimal, e ainda que o produto de um ndmero

7

finito por um infinitesimal é infinitesimal. Mais interessante € a seguinte observacdo que

mostra que a parte finita de "R tem uma estrutura muito simples.

A simplicidade metodolégica dos hiper-reais surge também dai, ja que mesmo um
ndamero hiper-grande ndo existindo na matemética padrdo, podemos tratd-los como se
fossem reais classicos, como nos exemplos que nos traz Ponstein 2002, p.

Se, por exemplo, w €& positivo hiper-grande, podemos calcular
\/Z,a/,a)—l,aHl,Za), o’ ,etc., e temos que, (-1 +(w+1) =20, (0-1).(0+1) =w” -1,
etc. Além disso, paratodo ne N,

n<Jo < % <w-l<w<w+l<2w<w’, dando sete nOmeros hiper-grandes

diferentes. Se ¢ & hiper-pequeno, se & também é hiperpequeno mas diferente de zero, e se
w é hiper-grande positivo, de modo que -w € hiper-grande negativo, escrevemos,
20,0 0,0~ w0,—w~—o0, respectivamente.

Logo temos as seguintes definicbes na analise ndo-standard.

Seja x um hiper-nimero.

i) x € chamado hiper-grande positivo se x > m para todo m € IN. Notagdo: X ~ «.

ii) X € chamado hiper-grande negativo se —x > m para todo m € IN. Notagdo: x ~ —<.

Obs.: Em vez de hiper-grande, o termo infinitamente grande pode ser usado, mas
isso ndo significa que x seria igual a «, que nao é considerado um namero.

i) x € chamado finito ou limitado se néo for hiper-grande.
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iv) X € chamado de hiper-pequeno, ou é chamado de infinitesimal se |X| < %,] para

todom € IN.
Notacdo: x=0,ounocaso x=0,x~0.

X € considerado apreciavel se x € limitado, mas ndo hiper-pequeno.

Proposicao:
Qualquer numero finito X € R pode ser escrito exclusivamente como um X=a+g¢&, onde

aeR e ¢ é um infinitesimal ou hiper-pequeno, isto &, todo elemento finito X e R pode ser

escrito na forma st(x) + &, conde ¢ é um infinitesimal unicamente determinado por X.

Prova: A unicidade € Obvia, pois se X=a +¢& =a,+¢,, entdo Q—a, =& —&,,;
mas esta quantidade € real e infinitesimal, entdo isto deve ser nulo, portanto, a =a,e
& —&,, 0 que prova a unicidade.

Para provar a existéncia, seja a:sup{beiR:b<x}: suponhamos que existe X finito.
Devemos mostrar que entdo que Xx—a é infinitesimal. Suponhamos que néo, entéo existe
um ndmero real r tal que O<r<|x—a|: (valores absolutos em "R sdo definidos
exatamente como valores absolutos em R). Se x—a>0, isso implica que a+r<x,
contrariando a escolha de a. Se x—a<0, temos que X<a-—r, o que também contradiz a

escolha de a.

Vamos escrever X =Y para significar que xe Y séao infinitamente proximos, isto €, X—y é

um ndmero infinitesimal.

Definigdo: A funcdo parte standard associada a R, é a funcéo que associa cada elemento
finito X € R, ao Gnico nimero real st.,(x) tal que X = st.,,(X) ou simplesmente X ~ st(X).

Usaremos essa funcdo apenas como st, ja que iremos trabalhar exclusivamente com o
dominio ordenado *9R, isto é, Im(st) =R e ker(st) = Inf (R).***
De outra forma, temos a definicdo de parte standard como:
Se x € um hiper-real limitado, entdo o hiper-real padrdo (Unico) r que é infinitamente
proximo de x é chamado de parte padréo de X, que é denotado por st(x).

Este trabalho apresenta a teoria nonstandard, discutindo a questdo filoséfica,

epistemoldgica, metodoldgica, matematica dessa nova matematica, e para isso sao

121 Imagem da fungédo st aqui sempre sera subconjunto dos reais e o kernel(nucleo), da funcao, isto &,

vetores que levam essa funcdo ao zero sao os infinitesimais dos reais, quem como vimos € o zero.
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necessarias algumas explanacgfes sobre a andlise matematica, aritmética e algébrica desse
novo conjunto numérico, contudo, ndo pretendemos fazer aqui as demonstracdes dos
resultados, que ja existem em maioria em outras publicacdes, exceto em alguns casos em
gue podera servir como exemplo ilustrativo ao leitor, demonstrando a simplicidade de certas

demonstracBes antes complexas.

Definicéo

Para cada finito X € R, existe um UGnico nimero real a tal gue X = ae serd chamado de
parte padrdo(standard) de x e denotado por °x ou Sst(X). Inversamente, para cada, a <R,
0 conjunto de todos o0s X e N, tal que a=°xsera chamado de ménada de a.

A préxima lema mostra que existe uma relac@o razoavel entre o comportamento assintético

de {a,} e o valor de (a,).

Lema:

Se a sequéncia {a, | tem limite a, entdo a=(a,).
Prova. Tudo o que temos para mostrar é que a—¢ <(a,) <a-+¢ para qualquer & R, .

Mas como {an} converge para a, 0 conjunto {n ra—g<a, < a+g} contém todos, mas um
namero finito de n's e, portanto, tem cardinalidade um, ou seja, um Gnico elemento.

Assim, construimos um conjunto "R de reais nio padronizados ou hiper-reais que é
uma extensdo do corpo ordenado de R e contém os numeros infinitamente pequenos e

infinitamente grandes. Conforme Ponstein, 2002, “ *reais ou hiper-reais. Um numero H(Xi)
é chamado *real ou hiper-real se todos os X, forem reais, isto é, se H(xi)e*R.

Obviamente, tal nUmero nao precisa ser real, mas pode ser tratado como um namero real
classico.”

Lindstrom(1998, p. 09), nos traz uma ilustracédo da constru¢éo do conjunto dos hiper-
reais, e a relagéo destes com os reais, os infinitesimais e infinitos.

Figura 7: Construgdo do conjunto dos numeros hiper-reais

(inf!nite N _ finite X=a+€ _ infinite *R >
negative numbers numbers [ positive numbers

standard part map

', ®

—

A

a=st(x)=x

LINDSTROM(1998, p. 09).
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Entdo temos que "R é uma estrutura ordenada composta por trés partes disjuntas,

os infinitos niUmeros negativos, os nimeros finitos e os infinitos nimeros positivos. A parte

finita € "R s&o os ndmeros reais R, a Menos gue cada ponto em ‘R seja ampliado para
tornar-se uma cépia do conjunto dos infinitesimais, um isomorfismo*#,

A extensdo por tanto se deu de forma construtiva, onde tanto para a teoria dos
conjuntos quanto para o estudo das sequéncias e func¢fes, resolve-se o problema, ja que
agora as categorias de numeros reais que pareciam funcionar de um jeito estranho agora

estam definidos na andlise ndo-padrdo, como define

I. O Principio da Extensao

(a) Os numeros reais formam um subconjunto dos nimeros hiper-reais, e a

ordem relagéo x < y para os nameros reais € um subconjunto da relagdo de

ordem para os numeros hiper-reais.

(b) H& um ntmero hiper-real que é maior que zero, mas menor que todos 0s

nameros reais positivo.

(c)Para cada funcédo real de uma ou mais variaveis temos uma funcgéo

correspondente hiper-real *f, do mesmo nimero de variaveis *f & chamada

de extenséo natural de f. (KEISLER, 2012, p. 27-28, traduc@o nossa).

Portanto entendemos que o problema que assolou os matematicos por tanto tempo

esta resolvido, o conjunto dos numeros reais ndo possui infinitésimos ou infinitos, eles fazer
parte da extensao desse conjunto, portanto o conjunto dos nimeros reais podem tratar as
magnitudes fisicas como sempre o fizeram, mas agora obedecendo a formalidade e o rigor

s

que a filosofia e a légica exigem em tempos atuais, o conjunto "R é uma extensdo
interessante de ‘R, e de uma forma ja vista antes na analise real, como concorda (Wontner,
2019, p. 5, traducdo nossa)’Seja R 0s numeros reais (ordinarios) como uma ordem linear
densa, com constantes e fungbes. Este sistema é expandido aos hiper-reais, da mesma
forma que o conjunto dos reais expande o conjunto dos racionais.”

Inicialmente, na analise real classica, os nimeros reais foram introduzidos por meio
de sequéncias de Cauchy de numeros racionais, que sabemos representar o Corpo
Ordenado Completo, e sabe-se ainda, que a menos de um isomorfismo existe um Unico
Corpo Ordenado Completo, mas em geral pensamos apenas como um numero, e essa

simplicidade se da também na andlise ndo-standard, onde podemos introduzir os niumeros

122

Na algebra abstrata, umisomorfismo é um homomorfismo bijetivo. Duas estruturas
mateméaticas séo ditas isomorfas se h4& um mapeamento bijetivo entre elas. Essencialmente, dois
objetos sé@o isomorfos se eles séo indistinguiveis dado apenas pela sele¢cao de sua caracteristica, e
isomorfismo é o mapeamento entre objetos que mostra um relacionamento entre duas propriedades
ou operagoes.
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hiper-reais como sequéncias infinitas (x,), de nimeros reais x,, € podemos de forma

similar pensar em nameros e ndo sequéncias na andlise ndo-standard, nos chamados hiper-
nameros, em uma bijecéo entre todas as noc¢des classicas e novas.

Outras ilustracdes interessantes sobre esses nimeros novos que foram introduzidas
na analise classica podem ser vistas na obra de (KEISLER, 2012, p. 25), e em suas

palavras:

A Figura mostra um desenho da linha hiper-real. Os circulos representam
"microscépios infinitesimais" que sdo poderosos o suficiente para mostrar
uma pequena porgdo da linha hiper-real. O conjunto R de nGmeros reais
esta espalhado entre os nimeros finitos. Sobre cada nimero real ¢ temos
uma porcao da linha hiper-real composta dos nudmeros infinitamente
préximos de ¢ (mostrados sob um microscopio infinitesimal para c =0 e ¢
=100). Os numeros infinitamente proximos de 0 sdo os infinitesimais. Na
Figura as partes finita e infinita da linha hiper-real foram separadas entre si
por uma linha pontilhada. (KEISLER, 2012, p. 25, tradu¢&o nossa).

Figura 8: A linha dos numeros hiper-reais.

)

100—€ 100 100+ €

~

1/€ 0
—_V_____/L_ _
Negative Finite Positive
infinite infinite

(KEISLER, 2012, p. 25)

Ele ainda mostra uma ilustracdo de como sédo concebidos os numeros infinitos na andlise
nao-standard, e explica:

Outra maneira de representar as infinitas partes do linha hiper-real € com
um telescopio infinito" como na Figura. O campo de visédo de um telescopio
infinito tem a mesma escala que a porc¢éo finita da linha hiper-real, enquanto
0 campo de visdo de um microscopio infinitesimal contém uma porgdo
infinitamente pequena. da linha hiper-real explodiu. (KEISLER, 2012, p. 25,
traduc&o nossa)
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Figura 9: Numeros infinitesimais e infinitos na linha hiper-real

Negative Positive
«+— infinite Finite infinite ——»
-2-1 01 2

Infinite
telescope

Infinitesimal
microscope

Infinite
telescope

(KEISLER, 2012, p. 25)

Como ja dito antes, o teoria ndo-standard demonstra uma atividade construtiva e
intuitiva na matematica, e que geralmente usamos o O(por separar os nimeros negativos e
positivos) e o ¢como um infinitesimal, poque ja fora usado de forma aproximada por
exemplo por Weiwestrass, mas a teoria ndo-padrao pode ser construida de diversas formas.

Como relata (Wontner, 2019, p. 5, traducdo nossa)

Existem véarias maneiras de construir esses ndo-padrdo reais, cada um
exigindo o teorema da compacidade®® ou alguma versdo de uma
construgdo de ultrapoténcia. A propria construcdo tedrica de Robinson
usava compacidade. Algumas abordagens da NSA (ndo-standard) mudam a
teoria dos conjuntos subjacente, notadamente a de Nelson, mas a NSA
pode ser implementada em varias teorias dos conjuntos. (WONTNER, 2019,
p. 5, traducdo nossa)

Wontner mostra uma exemplificagcdo de uma construcdo de teoria ndo-standard que
demonstra o aspecto construtivo e de nivel simples de aplicagdo, como vemos a seguir:
Para fins de exposi¢do, eshoco apenas uma construcéo informal.
Considere o seguinte processo. Comece com T, a teoria completa de R.
Em seguida, estipule que, de acordo com a nova teoria, hd& um valor fixo positivo

infinitesimal, *. Chame este conjunto de %, :9R U {*}. Entdo feche sob (por exemplo) a

adicdo e a multiplicacdo por R, entdo o novo conjunto contém elementos como 5+* e

128 0 Teorema da Compacidade assegura que um conjunto I qualquer formado por férmulas bem
formadas de um célculo de predicados de primeira ordem € satisfazivel se, e somente se, todo

subconjunto finito Fo de I também é satisfazivel. Ou seja, se =, entso, qualquer que seja
Fo :{051,---,05”}, com FO QF, tem-se que Foﬂ(l; reciprocamente, se, qualquer que seja Fo QF,

tem-se que FO—MZ , entdo I'— . Este teorema denota uma importante propriedade para a ldgica de

predicados, pois garante que toda e qualquer férmula é derivavel (ou logicamente implicada, no caso
semantico) a partir de um conjunto finito de premissas.
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1 1 -4 1
7T x*. Esses elementos se comportam 'como esperado’, entdo 5<5+*< 5+ = para todo
n

. . . g 1 x4
neN. Chame isso de %,. Ele contém numeros infinitos, por exemplo. —. Mas, %, néo €

fechado por adi¢cdo ou multiplicagé@o (por elementos de g, ), pois contém * mas néo contém

*x*. Tdo logo fechamos novamente sob adicdo e multiplicagéo, etc., por R,. Chame isso

de %,. Mas o x, ndo esta fechado. Entdo pegue o fechamento infinito §=U5Rn. R
n=1

agora é fechado sob adicdo e multiplicacdo (por um argumento de compacidade).

Os numeros padrdo formam uma cépia de R em %R, mas ha muito além disso, por

44+*
—————, Sa0 numeros finitos e estdo préximos aos membros da
e” +(17.1x*)

copia de R em R . (WONTNER, 2019, p. 5, traducéo nossa)

exemplo, 5+ (*)14, ou

Pensar em uma reta como um conjunto infinito de pontos, como vemos na analise
real, também conhecida como analise da reta, nessa Ultima forma conhecida porque os
matematicos acreditam que a linha reta é representativa do conjunto dos reais em uma
relacdo biunivoca entre esses pontos e 0s ndmeros reais, na forma de estrutura densa e

d*®* nos trouxe, contudo, acreditamos que tal afirmacéo ndo pode ser

completa que Dedekin
feita, jA& que acreditamos que o problema acerca dos infinitesimais esta ligada
metafisicamente a questao dos nimeros e sua magnitudes, entdo se ela é uma linha real,
hiper-real ou mesmo outra forma ndo podemos garantir, contudo, para efeitos intuitivos
podemos pensar nela como uma linha hiper-real, mesmo porque o tratamento algébrico
utilizado com os hiper-reais é de igual ou até mais simples atuacdo, quanto aos numeros
reais, como concorda Keiser, 2012, p. 25, tradu¢ao nossa)

N&o temos como saber como € realmente uma linha no espaco fisico. Pode
ser como a linha hiper-real, a linha real ou nenhuma das duas. No entanto,
em aplicacbes do calculo é util imaginar uma linha no espacgo fisico como
uma linha hiper-real. A linha hiper-real €, como a linha real, um modelo
matematico Util para uma linha em espaco fisico. Os nimeros hiper-reais
podem ser manipulados algebricamente assim como 0s ndmeros reais.
(KEISER, 2012, p. 25, tradu¢éo nossa)

Nos parece que o0 conceito da andlise ndo-standard, nos permitem, mais
intuitivamente, entender a questdo da continuidade, jA que acreditava-se que ‘R era
continuo pois em uma narrativa propria, os analistas mostraram existir infinitos nimeros
racionais, e estes ndo completavam a reta, ou seja, que existem lacunas, assim embora Q

seja denso, pois se x e y pertencem a Q com X<Y, sempre existe zeQ, tal que

124 Aqui vamos pensar apenas na questdo do continuo mais intuitivo, o caso da linha, ndo na questédo

de espacos topologicos, etc.
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X+ ; . A
X<Z= y <y, Q & um corpo ordenado mas incompleto, e sabemos d existéncia de

numeros ndo racionais, entédo por meio de algumas técnicas, imaginamos que os irracionais
completam os racionais, tornando assim o conjunto ‘R um corpo ordenado completo, e

portanto em mais uma demonstracao de fé, pensamos R uma linha reta.

A argumentacdo acima tem a sua base narrativa no fato de que temos em nossa
defesa o Principio do Terceiro Excluido, isto €, os nimeros ou sao racionais ou irracionais, e
portanto preso ao conceito estabelecido da Teoria dos Conjuntos com Cantor e Dedekind,
excluindo qualquer outra estrutura livre dessas lacunas, uma nova estrutura com tantas
propriedades algébricas quanto as dos reais, e ainda ordenada e completa, os racionais e
os irracionais sdo densos em ‘R, mas se foi possivel estender R, entdo talvez ndo fosse
continuo, ou ndo possa garantir a continuidade de uma funcéo.

O problema posto pode ser maior do que apenas decidir se reais ou hiper-reais
modelam o continuo, afinal talvez nenhum deles ou ambos o facam, ja que estes possuem
propriedades de fechamento e densidade, ou completude, mas podemos pensar o problema
por diversos prismas, veremos dois a seguir:

i) A guestdo Matematica: Matematicos gostam de uma resposta exata, e adoram unicidade,
entdo se quer determinar a certeza de que um deles e s6 ele modela a reta, e que nao
exista a possibilidade de que outra estrutura o faca, e temos a ideia de um axioma

d'®, mas que é um axioma,

estabelecido, o axioma conhecido como de Cantor-Dedekin
portanto ndo demonstrado.
i)A questdo Intuitiva(psicoldgica): A solucdo atingida nesse dilema se deu por Dedekind,
gue resolve o problema, digamos, geométrico a partir da Aritmética, ja que propde um
isomorfismo entre pontos e numeros, e estuda os ndmeros concluindo assim sobre a
geometria, mas nem mesmo sabemos se a reta é realmente formada exatamente por
pontos, Newton por exemplo pensava no continuo dindmico, em que o continuo, por
exemplo, poderia ser formado por elementos com comprimento em movimento continuo.
Sendo assim, postas as possibilidades atuais, acreditamos que os hiper-reais tém
mais chances do que os reais, ja que se partirmos do fato de que R é continuo, ndo
podemos negar que *$Rtambém é, j& que € mais elegante aritmeticamente, e é mais
intuitivo que um namero real ndo possa ser tdo pequeno a ponto de nao permitir buracos em

sua vizinhancga, enquanto * ‘R, possui elementos (infinitesimais), que R, ndo possui.

> Em légica matematica, a frase axioma de Cantor-Dedekind tem sido usado para descrever a tese

de que os numeros reais sdo ordenados isomorficamente ao continuo linear da geometria. Em outras
palavras, o axioma indica que existe uma correspondéncia um a um entre 0s nimeros reais e 0s
pontos de uma linha.
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Aqueles que pensam na incontestabilidade do axioma do axioma de Dedekind,
trazemos mais uma vez a discussdo a base construtiva feita por ele. Em uma explanacao
informal, o que ele faz é dividir a linha em dois grupos disjuntos, onde nenhum ponto escape
a essa particdo. Sendo assim todo ponto da parte | estd a esquerda de todo ponto da parte
Il, portanto, existe um e um sé ponto que pode formar essa particdo, ja todos os pontos
fazem parte de uma das partes e nenhuma foi deixado de fora, este Unico ponto entdo
guando adicionado, faz com que a reta seja continua.

O exemplo classico, encontrado em todos os livros de andlise real é o caso da

inequacdo y = f(x) = x2 —2 com Q,_, que portanto seria uma curva, que se supde continua
em R, sendo assim dividida em duas particdes 0<x<+/2 e x>+/2, e para que seja

obedecida a continuidade devemos entdo acrescentar /2 ao conjunto e como € sabido

\/EééQ, e se esperava que fosse uma estrutura real fechada, entdo temos que Q@ ,
algebricamente, fecha Q em ‘R e essa lacuna sempre pode ser fechada, j& que Q@ é

denso em %R, assim nunca faltara um irracional para essa tarefa j& que temos infinitos
deles, e que alids ja que ndo sdo enumeraveis, temos infinitamente mais do que os proprios
racionais que s&o enumeraveis, e dizemos que Q U Q =R.

1) Mas o caso a ser analisado €, isso garante teriamos uma relacdo coordenada
entre os pontos da linha e os nimeros reais, e assim a prépria representacao da reta?

Tal fato nem mesmo Dedekind assumiu.

2) Esse seria 0 fechamento Unico? A ponto de ndo haver uma nova estrutura
algébrica capaz de fazer o mesmo?

Poderiamos até propor o conjunto C—‘R, mas ndo vemos necessidade ja que
parece um exagero ja que R C, e estaria acima do necessario, além do fato de que C,
conjunto dos nimeros complexo, ndo goza de uma caracterizacdo muito importante para a
andlise real padrdo, e também para a nao-padrdo, C ndo é ordenado, e um dominio nao
ordenado ndo permite a utilizacdo de diversos teoremas vitais, mesmo na Teoria dos
Modelos de Robinson.

Entdo ainda achamos que o problema da continuidade geométrica ndo se faz
necessaria, mas uma solucéo algébrica/aritmética se pde bem mais intuitiva em *$R, que
possui uma construcdo semelhante e que a magnitude exigida em ‘R, o torna menos
candnico do que em *%R, onde nado exigimos.

Ainda no sentido légico, e ndo mais geométrico, até aqui parecemos assumir que a
continuidade tem um anico pré-requisito, um corpo ordenado ndo deve ter lacunas de

Dedekind, portanto um corpo ordenado é completo se, e somente se, satisfaz ao axioma de
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Dedekind, e isso o torna um sistema numeérico completo ainda que abandonemos a ideia da
linha continua geométrica.

Na analise standard, portanto em R temos que seja um corpo K ordenado (K, +, e,
0, 1, <), séo equivalentes as seguintes condi¢des:

i) K é arquimediano e Cauchy-completo®?®;
i) K satisfaz & Propriedade do Supremo*?’;
iii) K é Dedekind-completo®?®.

Temos ainda que ‘R, o corpo ordenado dos numeros reais, € 0 Unico corpo
ordenado que satisfaz as condi¢des equivalentes acima, a menos de isomorfismos.

Em particular, os elementos de * R sera gerado por meio de infinitas sequéncias de
reais, e serd necessario considerar todas essas sequéncias. (Lembre-se de que o0s
elementos de IR podem ser gerados por meio de sequéncias infinitas bastante especiais de
racionais, ou seja, as sequéncias de Cauchy.) (PONSTEIN, 2002, p. 22, tradu¢cédo nossa).

Apoés a introducdo dos novos ndmeros, 0 mesmo com as funcdes, em geral ndo se
faz necessario tratar com sequéncia infinitas, mas sim de forma analoga a introducdo dos
reais, onde geralmente basta tratar como nimero, € ndo mais como uma sequéncia de
Cauchy, assim como se faz com os irracionais, por exemplo, /2 é visto como um nimero
real e ndo uma sequéncia.

Um critico da andlise ndo-standard pode alegar que *‘R é nao continuo ja que é nao
Dedekind completo, pois se retirarmos os infinitesimais na vizinhanca de um namero real de
um subconjunto de ‘R, este deixaria de ser Arquimediano, visto que*9Ré nao
arquimediano, como temos por (Wontner, 2019, p. 19)” Proposition 18. *$R is not
Archimedean “ condicao ja provada para essa forma de completude. Isso é um fato como
podemos ver no exemplo a seguir:

Seja um subconjunto de *R, [-11)\{te*R:t~1}, portanto esse conjunto n&o
possui um supremo(a menor das cotas superiores ou 0 menor dos limites superiores), assim
€ um conjunto descontinuo nos hiper-reais, para algum infinitesimal X <1.

A analise ndo-standard é ndo arquimediana, pois se tivermos um * infinitesimal
positivo em *R, isto €, 0 <* <1, entdo para todo ne N temos que *.n<1. O que contraria

a propriedade Arquimediana.

126 Um corpo é Cauchy-completo se caracteriza uma uma sucessdo de Cauchy ou sequéncia de

Cauchy que é uma sucessao tal que a distancia entre os termos vai se aproximando de zero. Deve o
seu nome ao mateméatico francés Augustin Louis Cauchy. Intuitivamente € uma sequéncia onde seus
termos vao ficando cada vez mais préximos.

127 Seja (A, <) um conjunto parcialmente ordenado. Aé dito completo se para todo
conjunto BSA, B#0, se B tem majorante, ent&o tem supremo.

128 Conjunto que satisfaz os cortes de Dedekind.
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Observagdo: Podemos dizer que *$R, ndo tem uma ordem arquimediana, como vimos no

paragrafo anterior e ainda que vxe*R:3ne N :n> x, é falso, pois N ndo possui niumero

hiper-grandes, mas *%R tem uma ordem hiper-arquimediana, pois:
Se tomarmos qualquer XX, Temos que a transferéncia®® standard para nao-standard,
daria, vxe*R:3ane*N :n > x, 0 que € verdade.

O ponto aqui € que Robinson ndo vé a questdo da continuidade como um se, e
somente se, da propriedade Arquimediana, e do entendimento de Cantor-Dedekind, visto
que a propriedade arquimediana ndo nos leva aos infinitesimais reais, e por Robinson esse
infinitesimais ndo sé sdo concebidos, como sao concebidos fora do conjunto dos niumeros
reais, e consequentemente na construcao de *$R, é garantida a continuidade pela inclusédo
destes no seu subconjunto ‘R .

Por Robinson, temos que a definicdo de continuidade de uma funcdo em um ponto
C € ‘Ré dada por:

Uma funcao f de IR em IR é continua em ¢ € IR se a afirmacao, a seguir, for valida,

VeeR,e>0:36eeR,06>0:Vxe R,|X—C|<5:|f(x)— f(c)|<g.

Agora a f corresponde uma Unica funcéo *F, chamada de *-transformada de f , que € uma
funcdo de * R em *R, tal que * f (x) = f(x) se x € IR, e é verdadeira se, e somente se, a
definicdo de continuidade para numeros reais, que é a x-transformada da definicdo acima, é
verdadeira se,

Vee*R,e>0:36e*R,6>0:Vxe*R |x—c|<5:[* f(x)—*f(c) <e.

Quando ¢ é um numero padrdo e a fungdo f € também padrdo, podemos
reescrever, de forma mais simplificada, essa definic&o por:

VS e*R,8~0:[* f(c+5)—*f(c)]=0.

Essencialmente, a definicdo de continuidade baseia-se em:

S~0=>[f(c+8)—*f(c)|~0.

Em outras palavras, a definicdo de continuidade vem do fato de que se X—Cc =06 é

infinitamente proximo de zero, entdo f (x)— f(c) também € infinitamente proximo de zero, e

dai temos o problema da andlise padrdo, ndo podemos definir um sentido para

129 Teorema ou Principio da Transferéncia. A construcdo deste =*-transferéncia faz com que uma

sentenca ¢ seja verdadeira se e somente se *@ for verdadeira. Esta ideia € chamada de principio de
transferéncia, e este é o principal resultado da andlise ndo padronizada.

Ela ndo apenas nos permite mostrar que *R tem todas as propriedades de R, mas nos permite provar
teoremas sobre R provando-os primeiro em *R (que geralmente € mais simples e mais intuitivamente
claro) e depois transferi-los de volta para R.(DAVIS, 2009, p. 13, tradu¢éo nossa).
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“infinitamente préximo de”, mas na andlise ndo-standard, basta substituirmos “infinitamente
proximo de” por ~ O.

Um exemplo pratico de continuidade de funcdes:

Seja a fungéo real f : R — R definida por f(X) =X’ que € continua em todo R . A sua

extensdo (transferéncia) para os hiper-reais nos daria a funcédo hiper-real f :*R —*R
- 2
definida por * f (X) =X".
Tomemos agora um numero finito hiper-real t €T e seja um infinitesimal qualquer £ €Q2,
temos que, f (t +8) = (t +8)2 =t* +2te+¢&° )
Da construcéo e definicdo dos infinitesimais, sabemos que:
Infinitesimal x infinitesimal = infinitesimal
Finito X infinitesimal = infinitesimal
Infinitesimal + infinitesimal = infinitesimal
Assim, * f(t+¢) =t* + 2t + &° = t> =*f (t)
Entdo pela definicdo f é continua em { finito.

Mas sera que f é continua em um infinito?
Seja agora entdo @ infinito e o infinitésimo %) assim:

*f(a)+}/w):a)2+2+%)2zw2+2¢*f(a)) logo f ndo é contihua em @, alids em

nenhum ndmero infinito(hiper-grande). Observe que na analise standard, agora nao existem
numero infinitos nos nimeros reais, portanto o principio da transferéncia continua valido,
para continuidade, e deixamos o leitor ciente, embora ndo nos aprofundemos aqui nesse
trabalho, que o mesmo acontece para outras partes do calculo como no caso dos limites, da
diferenciacédo e integragéo.

Um exemplo que ilustra bem a facilidade matemética que a nova analise propicia, é a

demonstragdo do chamado teorema do valor intermediario,

Se f:R— R é continua no intervalo fechado [a,b],a<b,a e b ambos finitos, e

f(a)<0,f(b)>0, entdo f(c)=0para algum C < [a,b].
De forma bem menos complexa do que se faz na andlise padrao, apresentamos uma
demonstragdo ndo padronizada deste teorema da seguinte forma. Seja m*N hiper-
b-a

grande. Divida [a, b] em m subintervalos iguais, cada um de comprimento 6 =——.
m
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Entio 5~0. Seja n o menor elemento de *Ntal que *f(a+(n-1)0)<0, entao
*f(a+nd)>0.seja C=st(a+nd), entsio, da continuidade,

*fla+no)-*f(c)=¢ e *f(c)-*f(a+(n-2)5)=¢,,

para certos infinitesimais &, e &,. Portanto —¢& < f(C)=*f(C)<¢,. Mas f(c) e R, entdo
f(c)=0.

Importante observar que embora m € *N, ou seja, € um hiper-natural (hiper-grande
ndo-standard), portanto, nao é finito, e n também, poderiamos pensar ndo ser possivel fazer
as subdivis@es, contudo, como vimos anteriormente, o tratamento dado a esses numeros é
analogo aos numeros padr@es, por isso é possivel desenvolver tais divisdes, e algebrizar os
intervalos normalmente, o que finaliza a prova do Teorema do Valor Intermediario.

Observe que conseguimos desenvolver uma demonstracdo bastante intuitiva, e
puramente algébrica, enquanto a demonstragdo classica deste teorema se utiliza de
conceitos mais especificos da andlise real, como o fato de que um subconjunto ndo vazio de
IR é limitado superiormente, e possui uma menor das cotas superiores, conhecido como o
supremo, através da Propriedade do Supremo.

O ponto vital na discusséo sobre o rigor e a formalizagdo da Analise Ndo-Standard
de Robinson se da ainda na questé@o sobre o infinitesimal e o infinito, entdo vamos retomar
esse tema em uma construcdo mais rigorosa entre ‘R e *‘R, ainda que ainda sem a
preocupacao de fazer demonstracdes técnicas que ja existem em outros trabalhos e ndo é o
objetivo deste.

Os dominios dos numeros inteiros, niameros racionais e numeros reais, Z, Q e R,
respectivamente, quando dotados das ordens usuais, caracterizam dominios ordenados,
mas Z n&do € um corpo ordenado nem denso em R, enquanto Q e R sdo corpos ordenados e
densos em R.

Aqui assumimos que (K,+,,01,<) € um corpo ordenado, que usamos K por
simplificagéo de notacdo, em especial (3:,+,,0,1, <) € um corpo ordenado, e usamos R.

A operacao de divisdo é uma operacdo que nos interessa muito nessa questao, ja

que o cerne do problema se da pela divisdo “por zeros”, entdo vamos definir a operagao
+(x,y) = %/ a divisdo em K(logo em R), por == K x (K —{0}) > K .

Os fundamentos de morfismo, imersdo e isomorfismo entre corpos ordenados sao
definidos ainda como o0s seus equivalentes particularizados do estudo da Teoria dos

Modelos antes citada, entdo tem-se que se f:R— L for um morfismo entre corpos

ordenados, entdo f (1) tem o elemento neutro multiplicativo de L como imagem, portanto,
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f(q)=q(vqgeQ). E ainda que a ordem em um corpo ordenado é densa, assim como

consideramos em R .
Para chegarmos a questao dos infinitésimos e infinitos, vamos defini-los inicialmente

em uma relagdo entre dois elementos de um dominio D ordenado, (D,+,e,0,1,<), a saber:

Definicdo: Sejam x e y dois elementos de D.

i) x € infinitesimal em relag&o a y( ou y é infinito em relagdo a x) se n|x| < |y|(Vn eN);

i) X é infinitesimal se x é infinitesimal em relacéo a 1, isto é, se n|x| <l(VneN).SeSéum

subconjunto de D, entdo o conjunto de todos os elementos infinitesimais de S € denotado
por Inf(S);

s

i) x é finito se x ndo é infinito em relacdo a 1, isto €&, se |X|£n(EIne N). Se S é um

subconjunto de D, entdo o conjunto de todos os elementos finitos de S é denotado por
Fin(S);

iv) X é infinito se x n&o é finito, isto &, N < |X|(‘v’n € N) . Se S é um subconjunto de D, entdo o

conjunto de todos os elementos infinitos de S € denotado por s _ .
v) x é apreciavel se x €& finito e ndo é infinitesimal, isto é, se |X|Sn(3neN) e

1<nx@neN).

Trés conjuntos de nimeros ndo sobrepostos (antigos ou novos) agora
podem ser apresentados:
a) o conjunto de todos os infinitesimais, ao qual o zero pertence,
b) o conjunto de todos os nimeros apreciaveis, ao qual pertencem todos os
reais diferentes de zero, e
c) o conjunto de todos os numeros hiper-grandes, nao contendo nenhum
ndmero cléssico.
Obs.: Se um ndmero nao é hiper-grande, ele é chamado de finito ou
limitado.

Juntos, esses trés conjuntos constituem o conjunto de todos os
nameros de “reais da andlise ndo padronizada” ou “hiper-reais”. Este
conjunto, que claramente é uma extensdo de IR é indicado por,
*|R.(PONSTEIN 2002, p. 20, traducdo nossa).

O elemento neutro aditivo, 0, é infinitesimal em relac&o a qualquer elemento
ndo zero de D, portanto de R. Todo infinitesimal € finito, e todo nimero

racional em D €& aprecidvel, portanto, em R. Uma unidade x sera
infinitesimal se, e somente se, x™* for infinito. (MACHADO, 2018, p. 11-12).

Teorema: Sejam x,y e D. A Tabela a seguir sumariza a situagdo da soma X+Y, do

produto Xy e do quociente %,(caso y for uma unidade) para diversas combinacbes de

atributos de x e y descritos na Definicdo acima.



Figura 10: Operacdes aritméticas entre elementos infinitesimais, finitos, infinitos e

apreciaveis.

‘ x ‘ y | T4y Ty z/y
Infinitesimal | Infinitesimal | Infinitesimal | Infinitesimal | Indeterminado
Infinitesimal Finito Finito Infinitesimal | Indeterminado
Infinitesimal Infinito Infinito Indeterminado | Infinitesimal
Infinitesimal | Apreciavel Apreciavel Infinitesimal Infinitesimal

Finito Infinitesimal Finito Infinitesimal | Indeterminado
Finito Finito Finito Finito Indeterminado
Finito Infinito Infinito Indeterminado | Infinitesimal
Finito Apreciavel Apreciavel Finito Finito
Infinito Infinitesimal Infinito Indeterminado Infinito
Infinito Finito Infinito Indeterminado Infinito
Infinito Infinito Infinito Infinito Indeterminado
Infinito Apreciavel Infinito Infinito Infinito
Apreciavel | Infinitesimal | Apreciavel Infinitesimal Infinito
Apreciavel Finito Apreciavel Finito Indeterminado
Apreciavel Infinito Infinito Infinito Infinitesimal
Apreciavel Apreciavel Apreciavel Apreciavel Apreciavel

MACHADO, 2018, p. 11-12

A entrada “indeterminado” na Tabela acima representa que o resultado da operacao

177

indicada nao sera necessariamente infinitesimal, finito, infinito ou apreciavel. (MACHADO,

2018, p. 11-12).

“indeterminados”.

a)Seja € €*R, infinitesimal, entao:

2
&

Vejamos alguns exemplos dessa observacdo, sobre quocientes

— =&, logo infinitesimal.

&

£, logo finito, mas n&o infinitesimal.

iz = l, logo infinito, no sentido de hiper-grande.

& g

Quociente de infinitesimais portanto € indeterminado em forma geral.

b)Seja £,6 e*R infinitesimal e a,b e *R finito, mas néo infinitesimal.

2a—¢
b+56

¢ éinfinitesimal, 2a é finito ndo infinitesimal entdo 2a — & é finito n&o infinitesimal.

¢ é infinitesimal, 50 é infinitesimal b é finito ndo infinitesimal entdob+55 é finito ndo

infinitesimal.
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Portanto o quociente 2a-¢ é finito ndo infinitesimal.
b+56

c)Seja S €*R infinito.
2

5 =S infinito.

E =1 finito nao infinitesimal.

S

% = é infinitesimal.

Quociente de infinitos portanto é indeterminado em forma geral.

d) Seja S, K e*R infinito.

S + K =S +(=S) =0 infinitesimal.

S +K =S+ (=S +1) =1 finito ndo infinitesimal.

S+ K =S+S=2S infinito.

e) Seja € €*R, infinitesimal, entao:

& +2¢?
g

2 ., 2 e .
=&° +2¢ ja que podemos tomare =0, como €°,26 s&o infinitesimais, o quociente

é infinitesimal.
_ S ) B &3+26% -3¢
f) Seja £ e*R, infinitesimal diferente de zero, entédo: ——————
e +e¢
e +26% -3¢ 3 &2 +26-3
el+e c+1

como &%+ 2¢—3 é finito ndo infinitesimal e ¢+1 também,

entdo o quociente é finito ndo infinitesimal.

_ . _ e +26" =387
g) Seja ¢ €*R, infinitesimal diferente de zero, entéo: T8
& +e
- £+2e° -3 P g
Dividindo por &*, temos ——5———, ficamos com &°+2¢%—3 finito ndo infinitesimal e
& +e

£° + ¢ infinitesimal, entdo o quociente € infinito.
38°+5%-3
S°+S

3+%—% 1

Dividindo por S?, temos, —————— como l, >
1+ %2 s's

h)Seja S €*R infinito.

sao infinitesimais, entdo temos um

. . 387+5°-3 o
guociente de finitos W =3, portanto um finito n&o infinitesimal.
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Definicdo: D é um dominio arquimediano se ndo existem x,y e D néo zero tais que x é
infinitesimal em relagcdo a y. Caso contréario, dizemos que D é um dominio néo
arquimediano. Essa condicdo € chamada de Propriedade Arquimediana, e como
consequéncia desta temos que, Inf(D)={0}'*, Fin(D)=D" e D, =¢'% logo,

Inf (R) ={0}, Fin(R)=R € R, = ¢.

1 134 ~
Z33 3

Assim, € dominio arquimediano e Q™" é corpo arquimediano e ja que Q é denso
em R R é um corpo arquimediano.

Podemos dizer entdo que a solucéo esperada por quase 300 anos se deu por uma
guestao logica e epistemolégica, onde a inclusdo de numeros antes “estranhos” agora sao
tratados com simplicidade, tornando o entendimento e as demonstracées bem mais simples,
ja que podemos finalmente trabalhar com tais nimeros de forma classica, mas agora sem
0s considerar numeros com magnitude, ou presos ao estigma de representantes da
realidade, agora representantes da hiper-realidade, e a base de tudo se da pelo teorema a
seguir, e que podemos ilustrar de forma ingénua para o melhor entendimento da logica

pensada por Robinson:

Teorema Existem nameros infinitamente grandes e infinitesimais diferentes de zero!

Por exemplo:
H(2,3,..) ~©, H(-1-2,-3,...) ~ —o0,
H@L Y. 34,0 =0, H(-1-% 14 ) ~0.
Temos uma discussado inicial, que consiste no fato de que

x=H(x)=H (+1,—%,+}/,—}/,...) ~0, mas é positivo ou negativo? Isso depende: se

{i DX > O}e U entdo x > O e caso contrario X < O . Muitas dicotomias desse tipo existem

em andlises ndo padronizadas, mas ndo geram problemas ou inconsisténcias, pois logo sao
geradas sequéncias e o operador H ndo precisa ser mais usado.

Temos ainda que como 0 € infinitesimal, e toda soma de infinitesimais é infinitesimal,
a relagdo binaria em D, X =Y, caracteriza uma relagdo de proximidade infinita, e x e y séo
infinitamente préximos se X — Y é infinitesimal, entdo para cada Xxe D, temos X uma classe

de equivaléncia de x em relacdo a ~, que Robinson chama de ménada de X, e observe que

B9 Inf (D) ={0}

B Fin(D)=D
132

conjuntos dos nameros infinitesimais pertencentes ao conjunto D.
conjunto dos numeros finitos n&o infinitesimal pertencentes ao conjunto D.

D.=¢ conjunto dos nimeros infinitos pertencentes ao conjunto D
Conjunto dos nameros inteiros.

13 Conjunto dos ntimeros racionail.

135 Conjunto dos ndmeros reais.

133
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como em R, o Unico infinitesimal presente € o zero(0), segundo a Teoria dos Modelos(N&o-

standard) deste, temos que se X= Y, entdo x—y =0, e portanto X=1Y.

O paragrafo acima resolve o problema apontado nesse trabalho, algumas vezes, que
seria 0 caso de um numero real fazendo o papel de menor nimero positivo ndo nulo que
existe, j4 que os infinitesimais sdo externos ao conjunto dos reais,

No conjunto dos hiper-reais é possivel identificar a categoria de um certo nimero em

determinados casos bastante Uteis, a saber:

Teorema

(i) Todo nimero hiper-real que esta entre dois infinitesimais é infinitesimalmal.

(i) Todo numero hiper-real que esta entre dois nimeros hiper-reais finitos é finito.

(iii) Todo numero hiperreal que é maior que algum infinito positivo nimero € positivo infinito
(iv) Todo membro hiper-real que € menor que algum numero infinito negativo € negativo
infinito

Todas as provas séo faceis. Provamos (iii), que é especialmente util. Suponha que H seja
infinito positivo e H < K. Entdo, para qualguer numero real r,r <H < K.

Portanto r < K, logo K é positivo infinito.(KEISLER, 2012, p. 33, traducdo nossa).

Em *R o conjunto de todos os infinitesimais, exceto o zero, é exterior a R, isto €,
todos os infinitesimais pertencem ao conjunto dos hiper-reais ndo-reais, *R—R, entédo se
esse conjunto de infinitesimais € limitado inferiormente em *R, supondo infinitesimal positivo,
com limite inferior ¢, entdo ainda que tomemos o namero infinitesimal positivo 26, temos
gue 20 ndo & maior que ¢, pois na andlise ndo-standard, dois infinitesimais infinitamente
proximos, fazem parte da mesma classe de equivaléncia, como visto antes, portanto 26 = &
, € assim continuamos com um Unico infinitesimal, e ndo recaimos na questdo do nimero
positivo menor que o seu dobro.

Isto caracteriza 0 Teorema a seguir:

Teorema: Seja S um subconjunto interno de *Q ou *R, tal que
Ve, e~0,6>0:35€S:5>¢, entdo Is S :s ndo é um infinitesimal.

A solucdo acima funciona de forma analoga se supomos um infinitesimal negativo, e
ainda, mostramos com isso, sem perda de generalidade, que os numeros hiper-grandes

positivos(ou negativos), e hiper-pequenos, também s&o externos™®.

3¢ De forma intuitiva, vamos em analise ndo-standard entender objetos internos aqueles que se

comportam de forma similar ao que um objeto ou R-objeto se comportaria, enquanto objetos
externos, os que se comportam de maneira diferente a sua categoria quando R-objetos, infringindo
alguma lei da andlise classica, como alguns subconjuntos de *R, que tém cota superior mas ndo tém
supremo.
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Sendo assim em R, dois nUmeros séo infinitamente proximos apenas se séo iguais,
entdo x nunca € um ponto de acumulagdo em R, ou seja, a ideia de um intervalo, em torno
de x, bem pequeno e desprezivel, porém de tamanho ndo-nulo, ndo é concebido em R
nessa nova analise real, ainda que a ordem Z < W seja densa em R/ =, ja que:

Supondo z e w elemento de R tais que Z <W, com z # W, entdo existe n natural, de

1 1 1
modo que, —<—<W-Z,eque Z<Z+—<W.
2n n 2n

1 1 .1 1 1 1 ]
Como z#72+—,ese Z+—=~W,entdo —=——-—<W-Z—-—~0, 0que é um
2n 2n 2n n 2n 2n

~ = 1
absurdo, entdo, Z<z+ 2— < W.
n

Jé foi dito que um dos motivos de acreditarmos que é valido estudar e até introduzir a
analise ndo-standard na analise matematica, até mesmo nas disciplinas universitarias se da
pela questao pedagobgica, que como ja mencionado além de bem mais agradavel e intuitiva,
simplifica definicbes e demonstracdes do Calculo Diferencial e Integral, entdo veremos
alguns exemplos dessa simplificacdo clara do grau de complexidade visto na analise

standard.

6.3.2 ALGUNS TEOREMAS E DEFINICOES SOBRE FUNCOES E DEFINCICOES DE
FUNCOES E SEQUENCIAS COMO FORMA NAO-STANDARD

Como ja dito antes, a analise ndo-standard propicia simplificar, ou pela intuicdo ou
mesmo pela matematica, diversos teoremas e definicbes do calculo e analise
padrao(standard), e nessa secéo iremos usar alguns importantes resultados do calculo e da
analise real, alguns com demonstracdes, onde poderemos observar que o grau de
complexidade em muitos casos se mostra bem menor do que chamamos de matematica
classica dessas disciplinas.

A)Teorema: O teorema do menor limite superior/Teorema do Supremo

Seja S um subconjunto ndo vazio de IR que é limitado superiormente por algum
numero real (classico). Entdo S tem um limite superior minimo em IR.

Este teorema nos d4 uma nova interpretacdo, mais intuitiva, sobre o Teorema do
Supremo, por meio de uma linguagem formal da andlise ndo-standard, jA& que, cada
elemento limitado de *IR (n&o *Q) tem uma parte standard, e qualquer sequéncia de Cauchy
converge para algum elemento de IR (hdo Q), portanto uma construcdo baseada nos

numeros reais classicos e em conceitos classicos da analise real padréo.

B) Teorema: Definicdo simplificada da continuidade de funcdes reais de valor real.
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f :R — R é continua em ¢ € Rse e somente se,
Vo e*R,06=0,:*f(c+0)—*f(c)=0.
C) Teorema: Definicdo simplificada de continuidade uniforme.
f:S—>R,ScR éuniformemente continuo em S se e somente se,
VX, ye*S,x—y=0,:*f(x)-*f(y)=0.
D) Teorema: Se f & continua em cada x € [a,bla,beR,a<b, entdo f ¢
uniformemente continua em [a, b].

Este teorema, na andlise ndo-standard, possui uma demonstracdo bem mais
simples, a saber:

Seja X,y em *[a,b] , entdo pelo teorema st(x)e[a,b] e st(y)e[a,b]. seja
X—y=0.Como y—st(y)=0, segue que X—St(y) = 0. Por continuidade,

* £ (y)—*f(st(y))=0 e * f(x) =*f(st(y))=0, entdo, * f (x)—*f(y)=0.

E) Teorema (Defini¢éo de limite simplificada.)
Seja f :R—> R, entdo le_rIc] f(X) =K, com c,k €R se, e somente se,

V6 e*R,8 = 0:*f(c+5)—k =0, de modo que k =st[* f (c+ 5]

Esta demonstragdo, mais uma vez, se mostra bem simples, a saber:

Por definicéo, o limite existe se e somente se,
VeeRe>0:36€R,6>0:VxeR0<|x—c|<5:[f(x)—k <&

ou, por transferéncia,
Vee*R,e>0:36e*R,6>0:Vxe*R0<|x—c|<s:f f(x)—k|<e.

gue pode ser simplificado para,
Vo e*R,6~0:*f(c+05)—-k=0.

F) Teorema: Definicao de limite simplificada para limite no infinito.

Sejaf :N >R e keR, entéo )!Lrpof(n)Zk,kE R, se e somente se,

vne*N,nxo:*f(n)—k =0, de modo que k = st[* f (n)]
Demonstragéo: Por definigdo, o limite existe se e somente se,
VeeR,e>0:an'eN:VneN,n>n"|f(n)—kl<e.
ou, por transferéncia,

Vee*R,e>0:3In'e*N:Vn e*N,n>n':|*f(n)—k|<g.
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gue pode ser simplificado para,
vne*N,n=~ow:*f(n)—k=0.

G) Teorema: Se f é uma sequéncia infinita ndo decrescente, que é limitada

superiormente, entdo f(n) tem um limite finito para N tendendo a o0,

H) Teorema: O teorema do valor maximo e minimo.
Seja f:[a,b] > R,a,beR,a<b,eseja f continua em cada ponto de [a,b].
Entdo f (X) < f(C) paraalgum C<[a,b] etodo X [a,b], ouseja, f tem um maximo

em algum ponto no intervalo fechado entre @ e b . E da mesma forma para o minimo.

Demonstragdo simplificada(ndo-standard): Seja Vo € N,@ = o, arbitrario, e divida *[a,b]

em w subintervalos de iguais comprimentos J§=——. Seja Ne*N tal que
o

*f(a+no)>*f(a+ni) para todo 1=0l..,0. A existtncia de N segue por
transferéncia, pois qualquer conjunto finito tem um maximo, portanto, qualquer conjunto
hiper-finito também tem. Obviamente, &+ NO é limitado, portanto C=st(a+nd) é bem
definido e por continuidade, * f(a+nd) — f(c) = ¢ paraalgum &€ =0. Cada X €[a,b] esta
dentro da distancia & de algum a+10e O ~ 0, portanto, novamente por continuidade,
f(x)=*f(a+id)+&' para algum &'=0, portanto,

f(x)<*f(a+id)+e'=f(C)+e+e, istos FX)<F(C).

I) Teorema: O teorema da fungcdo composta.
Seja g(@) definido para @ em uma vizinhanca de c e R, e seja f(x) definido para X em
uma vizinhanca de g(C). Entao fOQ & continua em ¢ se g é continuaem c e f &
continua em g(c).
Demonstracdo simplificada(ndo-standard): Sejad =0, entdo *g(c+0)—g(c)=0, dai

segue que * f(*g(c+5))- f(g(c))=0.

J) Teorema: Caracterizacdo ndo padronizada da sequéncia de Cauchy.

s(n) € uma sequéncia classica de Cauchy se e somente se,

vn,pe*N,n, p~oo:*s(n)—*s(p)=0.
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Demonstragéo: Por definicéo (A),

vmeN,IkeN:Vn,pe N,n,p>k:\s(n)—s(p)\<}{n,
e por transferéncia, fixando meNe ke N, Vn,pe N,n, pzoo:S(n)—S(p)<%n

é equivalente a, VN, pe*N,n, p = oo:*s(n) —*s(p) < }r/n :

Agora seja N,Pp~o, de modo que automaticamente Nn,p >k, ndo importa o valor de
k €*N, entdo pelo Teorema do Supremo, implica que,

vmeN,3Fk e N :n,pe*N,n,pz0:|*s(n)—*s(p)|<%1.

Mas como K n3o desempenha mais nenhum papel, isso pode ser simplificado para,
vme N,vn,pe*N,n,p~0:fs(n)—*s(p)|< }{n ,

dai para,

vn,pe*N,n,p~0:VneN :|*s(n)—*s(p)|<}{n,

dai para,

vn,pe*N,n,p~0:*s(n)—*s(p)=0,

gue é o Teorema do Supremo.

Por outro lado, considere a negacéo da definicéo inicial (A), ou seja,

Ime N,vk e N :En,peN,n,p>k:|s(n)—s(p)|2}{n,

fixando M€ N e aplique a transferéncia para,
VvkeN:3n,peN,n, p>|<:|s(n)—s(p)|z%n
de onde,

vk e*N:3n,pe*N,n, p>k :|*s(n)—s(p)|2}{n

o que implica, fixando K ~ oo arbitrariamente, que N, P = 90, portanto,

n,pe*N,n,p zoo:|*s(n)—s(p)|2}{n

de modo que pelo Supremo implica que,
ImeN:3n, pe*N,n, pzoo:|*s(n)—*s(p)|z%n
ou,

dn,pe*N,n,p~ow:ImeN :|*s(n)—*s(p)|2%n

ou,
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3n, pe*N,n, p~oo:—*s(n)—*s(p)]=0,

que é anegacdo de VN, pe*N,n, p=o:*s(n)—*s(p)=0, logo um absurdo.

K) Teorema: Caracterizacdo ndo padronizada de conjunto limitado.
Seja L o conjunto de todos os elementos limitados de *R . Entdo S < R é limitado se, e
somente se *S c L.

Prova: S € limitado se,

ImeN:VseS:|s<m,

portanto, por transferéncia, se,

dmeN:Vse*S:[s|<m,

de modo que *Sc L.

Por outro lado, se S nao é limitado entao,

vmeN:3seS:|s|>m,

portanto, por transferéncia,

Vme*N :3se*S:[g|>m,

e tomando m hiper-grande segue que |s| é hiper-grande para algum s €*S , entédo

queé seL.

L) Teorema: Caracterizagao néo padronizada de conjunto aberto.
Seja SCR eseja h(S)={te*R:t=s paraalgum s S}. Entdo S é aberto se
e somente se, h(S) < *S.

Observacéo: h(S) é chamado de halo, vizinhanca (ou ménada) de S.

M)Teorema: Caracterizagdo ndo padronizada de conjunto fechado.

O conjunto S < R é fechado se e somente se,

h(S®) =*(8%) = (*S)°.

N) Teorema: Caracterizacdo ndo padronizada do ponto interior.

Seja seR eseja h(S)={t e R:t=s}. Entdo s é um ponto interior de S < R se, e somente
se h(S)=*S.
Observacgédo: Aqui h(s) é chamado de halo de pontos ou vizinhanca do ponto s. Observe

que h(0) é o conjunto de todos os infinitesimais.
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O) Teorema: Caracterizacdo ndo padronizada do ponto limite.
seR é um ponto limite de h(S) < S se, e somente se h(S)N*S e h(S)m(*S)C sdo ndo

vazios.

P) Teorema: Caracterizagbes ndo padronizadas de ponto de acumulagdo e

fechamento.
s e R é um ponto de acumulacéo (ou ponto limite) de S — R se e somente se,

Jte*S,t#s:t~s.

Seja S ofechode S.Entdo s€S se e somente se,

Jte*S:t=s.

Até aqui o que vemos € que varias teorias sobre sequéncias e limites estdo funcionando
como esperado, sem anomalias seja por resultados, ou por propriedades e teoremas, o que
mostra que aparentemente, o funcionamento da analise nado-standard é similar ao da
standard, e em muitos casos até mais simples nas definicdes e demonstracdes, veremos
agora um exemplo pratico do calculo de um limite, de funcéo real, com a nova técnica:

. (2+AX)* -4

lim———

Ax—0 AX

Seja AX~0, Ax=0, entdo:

 (24AX)° -4 . A+AAX+H(AX) -4 . AAX+(AX)®
lim————=1im =lim
Ax—0 AX Ax—0 AX Ax—0 AX

=4+ AX

Tirando a parte standard, temos:

(2+Ax)* -4

=4, portanto quando AX
AX

2
st{lim M} = st[4+ Ax]=4 entao lim
Ax—0 AX Ax—0

infinitesimal, se aproxima de zero, a imagem da funcdo f (AX

(2+Ax)* -4 .
)= —Xse aproxima

de 4.

6.3.3 A DIFERENCIACAO COMO FORMA NAO-STANDARD

Ponto alto do nosso estudo, a diferencial ou derivada, podera agora ser definida de
forma rigorosa, e com uma légica consistente, feito que os mateméaticos aguardaram por
cerca de 300 anos desde Newton e Leibniz, sem contar os varios séculos antes, quando o
conceito mencionado ja teria sido utilizado, em uma forma bem informal, por cientistas

antigos.
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A questdo que nos trouxe aqui, o problema das tangentes, agora pode ser resolvida
de maneira totalmente formal, seja no ambito filosdfico, légico, matematica, epistemoldgico e
técnico, onde o problema da “divisdo por zero”, foi resolvida, ja que os muito proximos de
zero agora tém uma classe que os comporta.

Agora sim podemos encarar queixo erguido, os infinitesimais tdo evitados por tanto
tempo, e livres do problema ainda presente em Cauchy e Weierstrass, estes séo
infinitésimos nado reais, os hiper-reais, que nos permitem trabalhar com a facilidade
esperada por estes matematicos, mas sem o problema de um ndmero que hora € o menor
de todos, mas hora ndo, quando parecia ser satisfatério, entdo vamos apresentar finalmente

a verdadeira diferenciagao de fungbes, e os “quocientes enigmaticos”, dentre outros.

Diferenciagéo: Defini¢édo

Seja f:*R—>*R,ce*R , entdo f é derivavel em c se para algum k e*R, se o limite

f(x)-f(c)

lim————= existee éiguala k..
X—C X—C

Entdo esse limite, que obviamente é um *limite, € chamado de derivada de f em ¢, e

¢
dx

Caso tudo seja padréo, esta definicdo torna-se a definicdo classica de diferenciabilidade, de

[*f(c+5)— f(c)}
o

geralmente k ¢é substituido por f'(C) ou por

modo que f'(c)=st , Vo =0.

Isso significa que f'(C) é infinitesimalmente préximo de um quociente, justificando até certo
ponto chamar f'(c) de quociente diferencial, mesmo que f'(C) seja um limite de um
quociente.(PONSTEIN, 2002)

O problema da reta tangente a curva que representa a funcdo real f:R—>R
definida por f(X)=x?, portanto, agora pode ser resolvido no calculo n3o-standard

derivando a fungdo em um ponto X, da seguinte forma:

=2X,+0 e como § €

* _ 2 2 2 2
f'(xo):st[ f(x0+§) f(xo)}:x0+2x055+5 X, _2%0+6

infinitesimal, e 6 €*R, podemos tomar 6 # 0, logo:
f'(%,) = st[2x, + 5] = st[2x, |+ st[5]= 2%, + 0 = 2, .
E temos assim, sem as inconsisténcias apresentadas antes, o valor da derivada da fungéo,
gue representa o coeficiente angular da reta tangente a curva, e a taxa de variagcdo

instantanea da curva em X, .
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Obs.: Assim como a derivada dessa funcédo aconteceu conforme o esperado na analise
padrdo, todas as outras regras, teoremas ou formulas também, ocorrem, o que mostra um
dos grandes pontos positivos dessa nova andlise, a questao pedagdégica, que além de mais
intuitiva e légica, permite a permanéncia dos conceitos apreendidos pelo estudante nos
estudos do calculo e da andlise classica.

Os teoremas e propriedades da diferenciacdo no Calculo Diferencial, sdo agora
comprovados pela definicdo ndo-standard da diferencial, e mantém os seus resultados, o
gue demonstra novamente a simplicidade conceitual antes mencionada em defesa da
aplicacdo dessa nova teoria até menos nos cursos Universitarios, onde estuda-se o calculo
diferencial basico, e ainda na disciplina de Analise Real.

Como o objetivo deste estudo ndo € em ser um livro de matemética da Andlise Nao-
standard, ndo iremos nos aprofundar nas demonstracbes de cada teorema, fizemos
demonstracBes em alguns casos para servir de ilustracdo sobre a simplicidade dessa teoria,
mas deixamos para o leitor pesquisar sobre tais fundamentos.

Na préxima secgdo iremos mostrar a analise ndo-padrdo na Integragdo, terceiro e
tltimo pilar dessa disciplina conhecida como Calculo Diferencial e Integral, onde morava

outro problema antigo da matematica.

6.3.4 A INTEGRACAO COMO FORMA NAO-STANDARD

Os antigos matematicos lutaram contra dois problemas classicos que possuiam
diversas aplicagbes no cotidiano, também por isso foram muito estudados, e por muitos e
muitos séculos sem uma solucao final, apenas com aproximag@es, ainda que muito boas na
solucdo de certos problemas que se apresentavam em seus tempos.

Por muito tempo néo se imaginava que tais problemas estariam ligados, o problema
das Retas Tangentes a curvas e o Problema da Quadratura do Circulo. Mas com o passar
do tempo e dos esforgcos muitos notaram uma conexdo, ja que embora problemas
aparentemente diferentes, se colocavam no mesmo dilema matematico, a tdo discutida
“matematica com divisdes por zero”.

O segundo problema consistia em calcular a area de uma figura plana curva,
inicialmente o circulo, mas como fazer isso se a ideia de area em sua fundamentagéo, diz
para recobrirmos a superficie da figura com quadrados de lado 1. Quadrados por menores
gue sejam, deixariam espagos vazios entre estes e a curva, portanto no maximo teriamos,
como foi muito usado antes, uma aproximacao da area.

Uma ideia 6tima foi, que tal, jA que ja sabemos calcular area de poligonos, vamos
colocar um poligono com muitos lados inscrito em um circulo, e vamos calcular a area do

circulo, assim estaremos calculando a area do circulo. EUREKA!
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EUREKA? Mas um poligono, por mais lados que tenha ndo é um circulo. Mas se o
construirmos com infinitos lados, ai o poligono sera o circulo, agora sim EUREKA.

Mas sabemos trabalhar com numeros infinitos? Se tivermos infinitos lados no
poligono, cada lado serd muito pequeno, sera infinitesimal. Sabemos trabalhar com ndmero
infinitesimais?

A area de um poligono regular, sem perda de generalidade, é dada por:

l .
A, Zn-[ ”;”j onde:

n = namero de lados do poligono regular inscrito no circulo.

, = medido do lado do poligono regular de n lados.

2
a =.|R? —% = apo6tema do poligono regular.

n

R = Raio do circulo circunscrito ao poligono. (MORGADO, 2002, p, 228)

De forma ingénua e intuitiva, se n—> o, isto é, se o0 poligono um nimero muito
grande de lados, tendendo ao infinito, teriamos |n — 0, a medida do lado seria muito

pequena, tendendo ao zero, portanto a area do poligono seria dada por uma indeterminacao

A =00,

Estamos de frente com um problema muito semelhante a questdo das retas

tangentes, porque também tinhamos uma indeterminacéo, e que também tinha a ver com o

Ay 0 .
zero, a saber, m :tgﬁzA——>6, 0 que prova que o problema que pensdvamos serem
X

dois, na verdade sempre foi apenas um, a matematica dos zeros.

Newton e Leibniz, j& sabiam que a derivada e a integral eram operacdes matematica
inversas, e que a integral representava uma soma, mas a questdo sempre foi, uma soma de
infinitésimos, sendo assim a analise de Robinson foi capaz de solucionar, também, esse

problema, como veremos agora.

Integracéo

Iremos tratar aqui apenas a integracao de Riemann de fun¢fes continuas, embora a
extensdo para fungcdes mais gerais nao seja muito dificil, mas servira como uma o6tima

ilustracdo para o problema discutido anteriormente.
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Figura 11: Integracé@o por meio da andlise nao-standard
y

(KEISLER, 2012, p. 176)

Seja a,be*R,a<b e seja f:[a,b] >*R uma funcdo continua. Entdo, por

definicdo, a integral de Riemann de f sobre [a,b] &,

1= f(x)dx:@i f(a+ib_—aj(b_—aj.

n n

Caso tudo seja padréo, entdo, dado qualquer @ € *N, ® = o,

g (o))

a ~ )
~0 e dx>0. E a formulacéo usual é,

b—
Note que neste caso dx=
)

J= st{z f(a+i.dx).dx}
i=1
Ao invés do ponto a-+i.dx qualguer outro ponto Xie[a+(i—1)dx,a+i.dx] pode ser

selecionado, i=12,...,wie J torna-se st(S), onde,

a chamada soma de Riemann.

Segue dai, que muitos teoremas podem ser provados através da andlise n&o-
standard, enquanto outros continuam em sua forma original da andlise standard, portanto
mostrando ser uma teoria bem-vinda ao célculo de integrais, ja que ou facilita, ou torna mais
intuitiva, ou ndo dificulta seus calculos, e assim mostraremos alguns desses teoremas

importantes, que seguem da andlise ndo standard em sua forma inalterada.

Teorema: S é finito segue do teorema do valor extremo:
Existe m,M € R tal que, Vx e[a,b]:m< f(x) <M, de modo que m(b—a)<S<M(b-a)

e S é de fato finito.
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Teorema: Se a<b<c, entéo, Lc f (x)dx :I: f (x)dx +_LC f (x)dx.

A demonstracdo segue do fato de que a parte padrdo de uma soma € igual a soma das

pecas padréo.

Teorema: Definindo por F(X)= LX f(t)dta<x<b,a<b continua. E ainda, a derivada de

F(x) existe e éiguala f(x),a<x<Db.

Por outro lado, se F é tal que G'(x) = f(X), entdo,
Fb) = f(xdx=G(b)-G).
Demonstragdo: A continuidade de F decorre do fato de que, se 6 =0,

j5 f@dt-[ f@Odt= 0 f .

ndo importa se 6 é ndo negativo ou negativo, caso em que o lado direito também é um
infinitesimal.

A segunda parte do teorema decorre do fato de que me M existem como antes e tal que,
x+dx
m.dx < F(x + dx) — F(x) =j f (t)dt < M .dx
X

Se dx~0,dx>0,m e M podem ser tomados infinitesimalmente pequenos, de modo que
para alguns 6 =0,
F(x+dx)—F(x)= f(x)dx+0o.dx,
gue da o resultado desejado.
Para mostrar a Gltima parte do teorema, observe que para alguma constante ¢,
F(x)=G(x)+c,a<x<h.eque F(a)=0.

Mais uma vez pudemos ver que propriedade e teoremas funcionam como o esperado
na analise ndo-standard de forma analoga ao que acontece na analise standard, mas vamos
discutir um pouco mais o ponto principal da integracdo, quanto as suas aplicacdes, a tal
soma de infinitas parcelas infinitesimais, de onde conseguimos calcular por exemplo a area
sob uma curva em um intervalo [a, b], ou area entre curvas. A técnica utilizada baseia-se na
Integral de Riemann, e dividir a figura em retangulos de bases bem pequenas, como vimos
no inicio de se¢ao, cujos passos mais “perigosos” sao vistos a seguir:

Ao tomar AX pequeno, podemos obter a soma de Riemann o mais proximo da area

como desejamos. Nosso proximo passo € tomar AX como infinitamente pequeno e ter uma

soma infinita de Riemann. Como podemaos fazer isso?
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Figura 12: Soma de Riemann

fed > /M)
foeo) Sx) (x”f % /%?
.
L

(KEISLER, 2012, p. 177)

Observamos que se 0s numeros reais a e b forem mantidos fixos, entdo a soma de

b
Riemann Z f (x)Ax = S(AX) é uma soma que é uma funcéo real da variavel Gnica AX. O

a

simbolo x que aparece na expressdao € uma variavel ficticia, ja que a altura de cada

b
retangulo é dada por f(x,) para algum 0<i<n e o valor da soma é dado por Z f(X)AX,
a

portanto, depende apenas de AX e ndo de x.

b
Além disso, o termo z f (X)Ax = S(AX) é definido para todo real Ax > 0. Portanto,
a

b

pelo Principio de Transferéncia, temos Z f (x)dx = S(dx) esta definido para todo hiper-
a

real dx>0. Quando dx>0 é infinitesimal, existem infinitos subintervalos de comprimento

b
dx, e chamamos Z f (X)dx uma soma infinita de Riemann.

a

Figura 13: Representacdo de dx no grafico

Sx)

(KEISLER, 2012, p. 181)
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b
De forma intuitiva, a soma de Riemann, Z f (x)dXx representa uma soma infinita na

forma  f(x,)dx+ f(x)dx+ f(x,)dx+...+ f(x,,)dx+ f(x,)(b—-x,) onde » é o maior
hiper-inteiro tal que a+wdx<b. O intervalo [a,b] foi dividido por w+2 pontos e w ¢é

infinito positivo, sendo assim temos as partigées X, < X; <X, <,..., <X, < b .

Figura 14: Particbes de um intervalo [a, b].

f(x)

S —— A —p—

a b X

(KEISLER, 2012, p. 178)

Entdo cada retangulo somado (figura 15), representa uma &rea infinitamente

pequena, f(X#)dX , JA que a area de uma retangulo é dada pelo produto da medida da
base pela medida da altura. Claramente temos que A é um hiper-inteiro, onde 0 < < @,

e X, =a+udX, entaso a,beR mas, @, £e*N c*R, portanto, a soma infinita de
Riemann é um numero hiper-real ndo-negativo, e a area portanto é representada pela parte
standard desse numero, mas resta saber se ele é finito.

Dessa forma, podemos reestruturar o célculo de &areas no Calculo Diferencial e

Integral, por meio de um teorema a seguir:

Teorema: Seja f uma funcdo continua em um intervalo I, sejam a,b € 1, com a<b, e seja

b

dX um infinitesimal positivo. Entdo a soma infinita de Riemann Z f(x)dx é um numero
a

hiper-real finito.

Demonstracao:

Seja B um nimero real maior que o valor maximo da fungdo f no intervalo [a,b].

Considere primeiro um nimero real Ax >0, como descrito na Figura:
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Figura 15: Soma de Riemann por andlise ndo-standard

- b—a -

B .
Vi, =

(KEISLER, 2012, p. 148)

NN

b

A soma finita de Riemann é menor que a area do retangulo de area B.(b—a),
b
D f(X)Ax<B.(b-a)
a
Portanto, pelo Principio da Transferéncia, ja que dX é um infinitesimal, temos:
b
> f(x)dx<B.(b-a)
a

De forma similar, seja C um ndmero real menor que o valor minimo da funcdo f no

intervalo [a,b], sendo assim:

Zb: f(x)dx>C.(b—a)

Portanto, a soma de Riemann é um hiper-real finito ndo negativo.

S6 nos falta entdo definir, na forma nao-standard, o conceito de Integral Definida.

Na secdo anterior concluimos que a diferencial (derivada), € a parte standard do quociente
Ay . _dy ) - -

E cuja notacdo usada foi & . De forma analoga, definiremos a Integral Definida como a

parte standard da soma de Riemann.

Zb: f (x)dx,

b
e usaremos a notacdo I f (x)dx, notacdo semelhante a que Leibniz usava em seus
a

escritos, onde o simbolo I representa um S alongado, ja que estamos fazendo uma soma,

contudo agora, com a analise ndo-standard podemos, sem ressalvas, dizer que estamos
somando infinitas parcelas, ja que finalmente podemos trabalhar com numeros hiper-

grandes.
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Finalmente podemos fazer uma definicdo que une o método classico e 0 novo, ja que
o leitor certamente percebeu que o que fazemos na andlise ndo-standard se baseia no
Principio da Transferéncia, onde ha uma bijecao entre os chamados R-objetos e *R-objetos,
e essa bijecdo se da em na ida trabalhar com os infinitésimos n&o-nulos(hiper-pequenos) e
os infinitos(hiper-grandes), que em geral se comportam como esperado de um ndmero real,
e na volta tomamos a parte standard do nimero hiper-real obtido, e mais uma vez isso se

aplica, como vemos agora.

Definicéao:
Seja T uma funcdo continua em um intervalo I, sejam 8,b €1, com a<b.

Seja dX um infinitesimal positivo, entdo a integral definida de @ até b em relagédo a dX é

definida como a parte padrédo(standard) da soma infinita de Riemann com em relacdo a dx,

e a notacdo utilizada:

[ f(0dx= st(zb: f (x)dxj

Definimos ainda que

j f (x)dx =0

[ fdx=-[ f(x)dx

Todas as propriedades e teoremas de Integrais Indefinidas e Definidas séo
confirmados na Analise Nado-standard, mesmo no calculo de varias variaveis, mas como um
dos principais teoremas dessa disciplina, iremos enunciar um dos principais teoremas se
nao o principal.

Teorema: Teorema Fundamental do Célculo

Suponha que f seja continua em seu dominio, um intervalo aberto | .

Parte (i) Para cada ponto @ em | , a integral definida de a até X é dada
pela funcdo de X que representa uma antiderivada de f . Logo,

dﬁ f (t)dtj = f(x)dx

a
Parte (i) Se F é qualquer antiderivada de f , entdo para quaisquer dois
pontos (@,0) (a, b) em | a integral definida de f de aaté b é igual a
diferenca F(b) —F(a), isto é,

jb f (x)dx = F (b) - F(a).

(KEISLER, 2012, p. 145).
Nos encaminhando para o final deste estudo, nos lembramos, mais uma vez, dos

dois problemas que assolaram, os matematicos por milénios, o problema da reta tangente
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(velocidade instantédnea) e o problema da quadratura do circulo (area de figuras planas nao
poligonais), e este teorema €é de vital importancia nessa questéo ja que os relaciona em um
s6 problema, afinal o primeiro rege sobre a Derivada e o segundo sobre a Integral, nos
mostrando que estas configuram processos inversos, além portanto de servirem como
técnicas alternativas uma a outra.

Agora, tanto no que se refere a teoria, quanto a pratica, sabemos que o Calculo
além de funcionar satisfatoriamente, como ja acontece desde a sua formulagédo por Newton
e Leibniz, sabemos que ndo é mais um incbmodo aos Ldgicos e Filésofos, ja que tém
finalmente as suas bases teoricas bem formuladas rigorosamente, e ainda com uma
satisfacdo aos que se apegam a intuicao, jA que os hiper-reais trazem essa formalidade e
processos bastante intuitivos, assim agradando a Mateméticos chamados Puros e
Aplicados.

Uma das grandes virtudes da légica de Robinson aplicada a esse novo conjunto se
da pela simplicidade que muitas demonstracbes e procedimentos matematicos mostraram.
Os numeros hiper-reais podem ser manipulados algebricamente assim como os nimeros
reais, e assim o novo Calculo e a nova Analise, preservam as suas propriedades e ainda se
tornam mais intuitivos e de menor complexidade, do que qualquer teoria sem definicbes

formuladas como na época da sua “criagao” ou mesmo com os épsilons-delta vistos depois.
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7 O CALCULO NOS LIVROS DIDATICOS NOS ENSINOS MEDIO E SUPERIOR

A questdo intuitiva e pedagodgica que a analise nao-standard traz, configura,
certamente, o maior potencial dessa nova teoria. Discutimos nesse trabalho a teoria do
Célculo no ambito filoséfico e matematico, fazendo para isso um estudo histérico dos
tempos mais remotos até a atualidade de tais conceitos, e inevitavelmente isso perpassa a
guestdo pedagogica, ja que tal teoria € apresentada em forma de disciplinas em diversos
cursos de Graduacdo e até mesmo em alguns cursos de Ensino Médio. E com tantas
controvérsias, como é apresentado esse conteldo a esses discentes?

Acreditamos que a andlise nado-standard pode resolver o problema da pouca
compreensado sobre muitos temas do célculo e da andlise real, que provavelmente em
funcdo da ndo formalidade conceitual, faz com que os discentes tenham um entrave
intuitivo, e que gera um problema cognitivo sobre tais temas da matematica pura e aplicada.

Um livro bastante utilizado hoje nos bancos universitarios denominado Calculo 1,
cujo autor James Stewart traz incialmente, no capitulo sobre Limites, uma apresentacao de
duas aplicagbes, que foram alias, pontos de partida para Newton e Leibniz na criacdo do
Célculo, que sdo o problema da reta tangente a curvas e da velocidade instantanea®’, e em
seguida traz a seguinte definicdo para os Limites.

Definicdo: Suponha que seja definido quando est4 proximo ao nimero a.
(Isso significa que f é definido em algum intervalo aberto que contenha a,
exceto possivelmente no préprio a.) Entdo escrevemos

limf(x) =1L

x—a
e dizemos “o limite de , quando x tende a a, € igual a L”
se pudermos tornar os valores de arbitrariamente proximos de L (tdo
préximos de L quanto quisermos), tornando x suficientemente préoximo de a
(por ambos os lados de a), mas ndo igual a a. (STEWART, 2013, p. 81)

O autor procura dar uma explicacdo de tal definicdo, em uma estratégia pedagdgica,
onde tenta levar o leitor a uma melhor compreensao, utilizando uma linguagem mais
coloquial, porém alertando que em uma se¢do mais adiante trard uma definicdo “mais
precisa”.

Grosso modo, isso significa que os valores de tendem a L quando x tende a
a. Em outras palavras, os valores de tendem a ficar cada vez mais proximos
do nimero L & medida que x tende ao nimero a (por qualquer lado de a),
mas. (Uma definicdo mais precisa ser4 dada na Secéo 2.4.) (STEWART,
2013, p. 81)

Nota-se aqui que o autor percebe uma dificuldade em explicar o significado do limite,
bem como a falta de rigor que se coloca na tentativa de tornar inteligivel tal significado, na

secao 2.4 A Definicdo Precisa de um Limite, escreve: “A definicdo intuitiva de limite dada na

137 A velocidade instantanea identifica a velocidade de um corpo em um momento especifico,

enquanto a velocidade média é o resultado da razao entre o espaco percorrido e o tempo gasto.
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Secdo 2.2 é inadequada para alguns propdsitos, pois frases como “x esta préximo de 2” e
“aproxima-se cada vez mais de L” sdo vagas.”
E finalmente nos apresenta a definigéo:

Definicdo: Seja f uma fungdo definida em algum intervalo aberto que
contenha o ndmero a, exceto possivelmente no préprio a. Entdo dizemos
qgue o limite de quando x tende a a é L, e escrevemos

limf(x) =1L

x>a
se para todo numero € >0 houver um nimero § >0 tal que se 0<
[x —al <& entio |f(x)—L|l<e.

O Calculo Infinitesimal faz parte da Matemética do Continuo em oposicdo a
Matematica Discreta, mas acreditamos que a Andlise Padrdo ndo consegue explicar a
continuidade de uma funcdo, jA que embora muito pequenos, 0s ndmeros reais nao
respondem ao questionamento intuitivo sobre que a reta real é densa e completa, ou seja,
que ndo possui “buracos”, o que a analise ndo-standard de Robinson parece conseguir
responder, como podemos ver na opnido de instrutores e discentes, que tiveram acesso ao
estudo do Calculo por meio da teoria trazida por essa teoria emergente.

Verificamos as ementas de Calculo Diferencial e Integral | e Analise Real (Analise na
Reta), em todas as Universidades Publicas da regido sudeste do Brasil e em nenhuma delas
a ementa ou bibliografias trazem a Andlise Nao-standard, ou qualquer mengéo aos numero
hiper-reais foram encontradas. Todos os livros indicados baseiam-se na Andlise Padréo, e
0s Unicos livros de Calculo que utiliza a andlise ndo-standard, Foundations of Infinitesimal
Calculus publicado em 1976 e Elementary Calculus An Infinitesimal Approach (2012), ambos
do mesmo autor, H. Jerome Keisler, e HENLE, J. and Kleinberg, E. (2014) Infinitesimal
Calculus, ndo sao citados, sequer como bibliografia complementar.

O quadro 1 a seguir traz os autores dos livros que aparecem em bibliografias basicas
ou complementares das disciplinas de Calculo Diferencial e Integral | e Analise Real (Analise
da Reta), dos cursos de Licenciatura ou Bacharelado em Matematica, nas universidades
publicas da regicdo Sudeste do Brasil. Analisamos também diversas outras universidades
publicas e privadas no Brasil e outros paises, verificando que os autores que se utilizam da
Anadlise Nao-standard também nado sédo indicados. Verificamos ainda as ementas destes
cursos, e nenhum dos conhecimentos trazidos por Robinson sdo citados, 0 que prova que
ainda nao se tem abertura para tal metodologia nos bancos universitarios do pais.

Quadro 1: Autores de Bibliografias de Célculo e Analise

Céalculo Diferencial e Integral | Andlise Real
LEITHOLD, Louis. LIMA, E. L.
STEWART, James. FIGUEIREDO, D. G.
GUIDORIZZI, H. L. AVILA, G.
SANTOS, A.R.; BIANCHINI, W. Bartle, R. G.
THOMAS, G. B Rudin, W.
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Courant, R; J.Doob,

Courant, R. and John,F Halmos, P.R.

SIMMONS, Georgef. DANTZIG, T

HOFFMANN, L e BRADLEY, G.L. WHITE, A. J.

VILCHES, M. A. e CORREA, M. L. P. M. Fitzpatrick

ANTON, H. J. R. Munkres.

EDWARDS, C. H., PENNEY, D.E. M. Spivak.

BOULQOS, P. BRAND, L.

SWOKOWSKI, E.W. LANG, S.

TAYLOR, A.; MANN, W.R. MACIEL, A. B.; LIMA, O. A.

PISKOUNOV, N. NETO, A.C. M.

FLEMMING, D. M. CASTRO. M. H.

LARSON, R.; EDWARDS, B.; GOLDBERG, R.

APOSTOL, T.M. FERREIRA, F. N.; DINIZ, A. C;
CUNHA,R.

LEWIS, K. CUPERTINO, P. L.

PENNEY,E. D., EDWARDS, JR.C.H. CRAVEIRO, |, M; KATO, L, A; DALTO,
J, O..

FERREIRA, P. C. P. GONCALVES, M. B.; GONCALVES, D.

ROGAWSKI, J. APOSTOL, T. M.

OLIVEIRA, K. I. M., FERNANDEZ, A. J. C. DOERING, Claus Ivo.

MUNEM, M. & FOULIS, D.J.

LOPES, E. M. C.

IEZZI, G., DOLCE, O., MURAKAMI, C.,

MARTINS, Joao Luiz.

POMBO Jr., D. P.; GUSMAO, P. H. C.

Da SILVA, M. O.; CARDIM, N. S.

MORETTIN, P. A.; BUSSAB, W. O. &

HAZZAN, S

Fonte: Autores da Tese

No dominio do site Wikiversidade, onde se encontram conhecimentos de cunho livre
e colaborativo encontra-se o livro Elementary Calculus An Infinitesimal Approach (2012) de
Keisler, entre diversos outros livros, todos de Calculo fundamentado na andlise standard, e
no mesmo dominio, 0s conceitos oferecidos para estudos estao totalmente alinhados com a
analise ndo-standard, portanto, exceto por alguns artigos e producdes destivadas ao estudo
da analise ndo-standard, ndo encontramos a divulgacéo de tal conhecimento, fazendo assim
com gue os discentes universitarios ndo tenham acesso a tais estudos.

Na pagina do professor Marco Aurélio Cabral, do Departamento de Mateméatica
Aplicada, Instituto de Matematica da Universidade Federal do Rio de Janeiro, Unico no Brasil
a citar um dos livros de Keisler, até onde conseguimos apurar, contudo, o professor Marco
Cabral indica outros livros de Calculo e Analise, incluindo um livio de Calculo e um de
Andlise de sua prépria autoria, que estdo baseados somente na Analise Nao-standard, sem
gualquer ponderamento sobre a Andlise de Robinson.

Assim podemos concluir que ja existe algum conhecimento sobre estes estudos,

contudo ainda temos a academia presa ao modelo padrdo, mesmo com a fundamentacéo
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demonstrada em alguns trabalhos anteriores, tanto no que se refere ao rigor matematico e
as vantagens pedagogicas da analise ndo-standar sobre a andlise standard.

Em 1976 na revista The American Mathematical Monthly, Kathleen Sullivan publicou
o artigo “The Teaching of Elementary Calculus Using the Nonstandard Analysis Approach”
com traducdo O Ensino de Calculo Elementar Usando a Abordagem de Andlise Nao Padréo,
onde Sullivan descreve uma pesquisa de campo que investiga se realmente a Analise nao-
standard tem o valor pedagdégico esperado, ja que aparentemente possui maior simplicidade
conceitual e proximidade intuitiva em relagdo aos nimeros muito pequenos.

Por tratar-se de uma abordagem diferente e contraria a conceitos estabelecidos pela
Academia, tendo ela dada por fechada a questdo dos infinitésimos por Cauchy e
Weierstrass, diversas perguntas sobre a confiabilidade em possiveis resultados do
experimento de campo sdo postas, Sullivan se faz alguns questionamentos, que espera
considera-los na formacéo da metodologia do experimento que sédo

Sera que os alunos "comprardo"” a ideia do infinitamente pequeno? Sera que
o0 instrutor precisa tem experiéncia em analise ndo padronizada? Os alunos
adquirirdo as habilidades basicas de calculo? Véao eles realmente entender
os conceitos fundamentais de forma diferente? Quao dificil sera para eles
fazer a transicdo para cursos de analise padrdo se quiserem estudar mais
matematica? E a abordagem fora do padrdo adequada apenas para
estudantes de mateméatica  superdotados?  (SULLIVAN, 1976,
p.371).(traducdo nossa).

Cinco Instrutores que lecionavam o Calculo tradicional nos anos de 1972-1973 em
escolas na regido de Chicago (EUA), voluntariaram-se para lecionar essa disciplina no ano
letivo 1973-1974, por meio da andlise ndo-standard, utilizando o livro Elementary Calculus:
An Approach Using Infinitesimals (Calculo Elementar: Uma Abordagem Usando
Infinitesimais), primeiro, e Unico livro segundo apuramos, que se baseia na analise néo-
standard de Robinson, para embasar os conceitos do Célculo Infinitesimal para os iniciantes
nessa disciplina.

Os cinco instrutores eram igualmente experientes no ensino do calculo, e assim um
parametro confiavel de comparacdo poderia estabelecer-se, ja que ndo haveria grandes
diferencas em relacdo a habilidade dos instrutores no Célculo tradicional, ou mesmo em
relacdo a confiabilidade dos mesmos em relacdo ao Célculo e sua forma tradicional, ja que
0S mesmos certamente confiavam em tais modelos, visto que lecionavam sobre os mesmo
algumas vezes antes do experimento.

Outra questdao metodoldgica utilizada se deu em relagdo as classes sociais dos
discentes, bem como das Escolas a que pertenciam, e no experimento participaram quatro
pequenas faculdades particulares de classes menos favorecidas, enquanto a quinta
participante uma escola publica com mais de 2.000 alunos, em um subdurbio de classe média

alta.
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Sobre a questdo posta, “Os estudantes precisam ser superdotados?”, um grupo de
controle foi formado para meio de comparacdo com os alunos participantes do experimento
nao-standard, tais grupos sdo semelhantes, na Saint Xavier College os alunos pretendiam
formar-se em Matematica, na Lake Forest College, os alunos participavam de um programa
de honras, enquanto na Nicolet High School, Barat College oferece apenas um curso de
célculo, e 0 mesmo vale para o Mount Mary College.

Dois grupos de alunos foram formados, o primeiro grupo de controle, que estudaram
sob 0s conceitos tradicionais enquanto o grupo experimental sob os conceitos da analise
nao-standard de Robinson, por meio do livro de Keisler. Ambos 0s grupos sdo muito
préximos em relacdo ao aproveitamento dos alunos em suas notas em matematica, que
previamente mostram que no primeiro grupo 58 dos 68 alunos, enquanto no segundo grupo,
55 dos 68 alunos, possuiam notas altas em Matematica, mostrando habilidades satisfatérias
nessa disciplina, como mostra a figura 6 a seguir:

Figura 16: Notas de habilidades dos participantes da pesquisa de campo de Sullivan

TaBLE 1: SAT Math Ability Scores

Control Group Experimental Group
700 + 13 13
H00-699 29 29
500-599 14 11
400499 2 2

(SULLIVAN, 1976, p. 372).

Um teste de célculo é aplicado a ambos os grupos, bem como entrevistas foram
feitas com os cinco instrutores, 0os que ministraram o calculo tradicional e ndo tradicional e
ainda um questionario foi respondido por diversas pessoas que utilizaram o livro de Keisler.

O teste ndo foi fornecido aos instrutores até que tenha sido aplicado aos alunos, e
nesse foi pedido que os alunos definissem conceitos, calculassem alguns limites de funcdes,
produzir demonstracdes e aplicar conceitos basicos, tendo maiores diferencas entre os

grupos a questéo 3:
Define f(x) by the rule f(x)=x* for x#2,
flx)=0 for x =2
Prove, using the definition of limit, that lim,_., f(x) = 4.

(SULLIVAN, 1976, p.372).

Se f(x) é definida pela regra f(x) = x% para x # 2,
f(x) = 0parax = 2.

Prove, usando a definicdo o limite, dador por lim,._,, f(x) = 4. (traducdo nossa).
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As diferencas mais importantes se deram no fato de que 22 dos alunos do grupo de
controle ndo tentaram resolver a questédo, enquanto apenas 4 do grupo experimental n&do
tentaram, e podemos interpretar como um padrdo de melhor sensacgéo de entendimento do
conceito de limite que a andlise ndo-standard permite. Outro ponto importante se deu no fato
de que 29 alunos do grupo de controle fizeram argumentos incorretos, enquanto 23 do
grupo experimental erraram os argumentos standards. E finalmente, apenas 2 alunos do
grupo de controle fizeram uma prova satisfatéria, corrigida de acordo com os livros de
Célculo tradicionais, enquanto que 25 alunos do grupo experimental foram capazes de
fornecer uma prova satisfatéria, corrigida de acordo com o livro de Keisler e a base nao-
standard.

Os resultados da questdo 3 mostram claramente o melhor desempenho nha
compreensdo de um dos conceitos principais do Calculo que é o conceito sobre os limites
de fungdes, que é a base do entendimento da Continuidade, Derivadas e Integrais, que
formam essa disciplina.

Na analise do teste, chegou-se aos numeros discrepantes quanto aos alunos que
tentaram resolver limites, apenas 49 do grupo de controle, contra todos os 68 do grupo
experimental, e quanto a tentativa de produzir demonstracdes, 18 do grupo de controle e 45
do grupo experimental, assegurando a tese de que a analise ndo-standard se mostra mais
intuitiva, passando a ideia de um entendimento mais satisfatorio sobre os tais nUmero muito
pequenos.

A pergunta nimero 6 buscava verificar o entendimento dos alunos sobre o conceito
de Integral, onde apenas 9 alunos do grupo de controle contra 16 do grupo experimental
responderam, corretamente, que a Integral esta associada com uma soma, mas ainda mais
relevante o fato de que apenas 3 dos 9 alunos do grupo de controle, contra 10 dos 16 do
grupo experimental foram capazes de corretamente, ver a Integral nessa questdo, como
soma de pequenos volumes e ndo pequenas areas.

O simbolo dx presente na integral descrita por [ f(x) dx, de acordo com um dos
instrutores, era bem misterioso para os alunos do grupo de controle, enquanto que
entendimento satisfatério por parte do grupo experimental, e podemos interpretar essa
afirmacado, mais uma vez, pela facilidade que a analise ndo-standard traz sobre os niumero
infinitesimais, ja que dx caracteriza as diferengas entre os valores de x muito préximos, ou
seja, nUmeros muito pequenos, nos quais dividimos em infinitos intervalos, o dominio de
uma area ou volume em estudo.

Mensurar apenas as respostas dos alunos ndo deve ser a Unica base de resultados,
ja& que sdo inexperientes, e muitas vezes outros fatores podem interferir na atuacdo dos

mesmos, entdo ouvir 0s instrutores, e suas impressdes serve de grande valor para esta
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andlise, e a idealizadora do experimento fez questdo de ouvir os 12 instrutores que
lecionaram sob os conceitos trazidos pelo livro de Keisler.

Um numero consideravel de respostas conta que os instrutores concordam que ha
vantagens intuitivas e simplicidade maior na compreenséo dos conceitos basicos do calculo,
bem como quase que na totalidade, os instrutores acreditam que se tornou mais facil
explicar as demonstracdes no célculo, e bem mais intuitivas. O que mostra que o ambito
pedagdégico ndo € motivo para a ndo aplicacdo da analise ndo-standard, mesmo nos anos
inciais do estudo do Calculo Infinitesimal. Um dos instrutores alegou que os alunos achavam
bastante obscura a definicAo de limites por épsilon-delta, e que se tornou bem mais
inteligivel com o novo conceito dos niameros hiper-reais.

Trés dos cinco instrutores que trabalharam com o grupo de controle, ao final do
experimento, alegaram sentir que os alunos da aula experimental “tiveram uma sensagao
muito melhor para limites”, o que permitiu a esses alunos avangar mais no entendimento dos
conceitos basicos e assim facilitou o entendimento conceitural de Continuidade, Derivadas e
Integrais.

Dentre as perguntas feitas aos instrutores, vemos resultados muito satisfatérios em
todos os questionamentos, e destacamos a pergunta:

2. “Os alunos pareciam achar "infinitamente pequeno" um conceito natural.”, que apenas um
dos doze instrutores discordou dessa naturalidade.

5. “Acho que um aluno que teve dois semestres de calculo fora do padrdo estara em
desvantagem em um curso de célculo padrdo do 3° semestre.”, onde mais uma vez apenas
um instrutor acredita que um estudo nos periodos iniciais do calcuo pode atrapalhar de
alguma forma a continuidade dos estudos padrbes do calculo, 0 que demonstra que uma
possivel solugcdo pode ser a de oferecer aos discentes o estudo nado-standard para a
compreensdo dos conceitos basicos e seguir os estudos ainda que da forma padréo
tradicional, embora os autores deste estudo ndo vejam porque seria conduzida dessa forma
a aplicagcao desse estudo emergente.

De acordo com o0 questionario, temos que a maioria dos instrutores gostaram de
ensinar o calculo usando essa nova abordagem, que a experiéncia enriquecera suas futuras
aulas no ensino do calculo, que preferem usar a abordagem n&o-standard em suas
proximas aulas como docente de célculo e que acreditam que ndo tornou confusa a
compreesdo sobre os nameros reais, por parte dos alunos, e esse Ultimo ponto podemos
crer que ocorre no fato de que a analise ndo-standard néo interfere no conceito relativo aos
numeros reais como a analise padrdo os define, e sim que os estende incorporando os
infinitesimais a esse conjunto, e assim temos uma parte standard e uma parte ndo-standard
de todo numero, e assim torna bem mais inteligivel a ideia da existéncia de niumero muito

pequenos, os infinitesimais hiper-reais.
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Para reforcar a comparacédo entre as abordagens, os doze instrutores responderam a
perguntas que colocaram em cheque as vantagens de cada uma e destacamos que em
todos os questionamentos a abordagem standard ndo venceu a disputa e na verdade fora
citada apenas uma vez na pergunta 3. “As provas sao mais faceis de explicar e mais
préximas a intuicdo.”, porém com apenas 1 voto contra 10 da nao-standard e 1 que alegou
nao fazer diferenca.

Henle (1999, p. 70) corrobora essa ideia ao escrever “O poder extraordinario da
analise ndo padronizada de Robinson é evidente na prova ndo-standard de teoremas, como
o Teorema do Valor Intermediario, e a integrabilidade de funcdes continuas.”

Um dos grandes destaques nessa parte do experimento se deu em relacdo ao
aprendizado dos conceitos bésicos do Célculo onde 8 instrutores alegaram qua a
abordagem ndo-standard se mostrou melhor para os alunos, contra 4 que acreditam nao
fazer diferenca e 0 acreditam que a analise standard se saira melhor nesse quesito.

Aqui concluimos que minimamente a analise ndo-standard, pedagogicamente prova
0 seu valor, visto que em maioria 0s alunos compreenderam melhor tais conceitos antes
obscuros, nas palavras de um dos instrutores, e na experiéncia desse autor que vos fala, e
para alguns instrutores ndo faria diferenga, entretanto, nenhum instrutor viu na andlise
standard uma melhor atuacdo da analise standard utilizada em todas as aulas de Célculo
Infinitesimal observadas nos bancos universitarios.

A ideia de tratar os numeros infinitesimais a principio, parecem mais faceis para
estudantes de Fisica e Engenharia, visto que sempre encontraram nesses numeros
ferramentas bastante Uteis para as suas aplicac6es e um possivel problema dar-se-ia em
relacdo aos estudantes de Matematica e seu interesse maior pela Logica e Analise, mas
essa pesquisa de campo descrita mostra que a utilizacdo de tal abordagem, bem como o
livro de Keisler s6 ndo se deu provavelmente por uma questao politica e/ou de aversdo as
revolucdes e ao novo.

O experimento de grande porte desenvolvido na década de 1970 demonstrou que
em termos pedagagicos e didaticos foi de grande valia e que n&o diminuiu a formalidade do
Célculo enquanto disciplina, e tudo que a Andlise demonstrara em relacdo a Teoria dos
Numeros, e a construcdo do Corpo dos Numeros Reais, sendo assim entendemos que
nenhuma prejuizo teria o discente que recebeu aulas de Célculo com a abordagem néo-
standard de Robinson, e que portanto poderia ser minintrada em todos 0S cursos

universitarios que possuem o Calculo Infinitesimal em suas grades curriculares.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Os fins justificam os meios, a famosa e infame frase conhecida por meio da obra “O
Principe” de Nicolau Maquiavel, tdo proferida para além do seu objetivo pensado
inicialmente, parece encaixar-se perfeitamente nesse momento. Diversos cientistas parecem
ter usado meios injustificados, como Isaac Newton e seus limites, Gottfried Leibniz e seus
infinitésimos, ou mesmo Augustin Cauchy e suas séries convergentes e Karl Weierstrass e
seus épsilons e deltas.

Os infinitamente pequenos e infinitamente grandes ja haviam sido rejeitados por
mentes incriveis no passado, como Arquimedes, e os estudiosos acima apenas chegaram
aos fins mais generalizados, como é o caso de Newton e Leibniz, ou chegaram a eles por
meio de uma roupagem bonita e atraente aos mateméaticos, mas todos com uma fraqueza
I6gica e filosofica notdria.

E importante salientar que o feito de Robinson, embora vital para véarias areas do
conhecimento como vimos nas paginas deste trabalho, é indubitavelmente simples e
intuitivo, e com o rigor esperado na Analise Matematica e na Teoria dos NUmeros, o que nao
traz por Robinson, uma aniquilagdo da pratica na denominada tradicional aritmetizacao da
Andlise, advinda por Richard Dedekind e George Cantor, mas apenas permite que uma
solucdo mais simples possa ser posta, que o0 alargamento do escopo dos ndmeros, a
extensdo de um conjunto ja existente, o conjunto dos nimeros reais.

Espanta a aversao dos académicos sobre esse alargamento de conjuntos numéricos,
visto que o homem faz isso desde que comecou 0 seu avango tecnolégico, como na criacdo
da moeda monetéria e 0s nimeros negativos, e mais ainda quando o que denomina o tal
conjunto, Nimeros Reais, se vale da aceitacdo da existéncia de nimeros irreais, conhecido
como conjunto dos Numeros Imaginarios.

O que Robinson propde € apenas e tdo somente a inclusdo de nimeros que possam
comportar-se como entidades fixas e ndo variaveis, que se transformam em zero quando
conveniente, e deixam de ser quando permitido para os fins a serem alcancados. NUmeros
muito grandes, infinitos, diferentes infinitos, até pode-se dizer que a intuicdo os aceita como
reais, afinal podemos imaginar que existem infinitas estrelas, ou &tomos no universo,
embora me passe a duvida sobre se ndo haveria a Ultima das estrelas do Universo ou o
Gltimo dos atomos que formam um ser.

Mas quanto aos numeros muito pequenos, infinitamente pequenos, o tamanho da
menor coisa que existe seria um valor especifico ou uma variavel ao gosto do cientista, que
possa justificar os seus fins? Ou sera que a resposta é mais simples como vimos na leitura

dessa Tese? Apenas uma questao de rigor semantico, a existéncia de novos nimeros que
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caracterizam essas entidades infinitas, mas ndo deixando de lado a questéo sintética, ja que
se baseia em procedimento dedutivos, no que se refere a questao légica e matematica.

Portanto, como consideragbes finais, entendemos que este trabalho possibilita
reflexdbes e possui resultado suscetivel de revisdo, visto que algumas conclusdes
especificas, sobretudo no ambito da chamada Matematica Pura e Aplicada ja é de
conhecimento de muitos agentes da Matematica Universitaria, e dos autores de livros
didaticos, mas aqui podemos ousar que esse trabalho chega a conclusédo esperada pelos
autores, apos uma verificacdo histérica, epistemoldgica, pedagdgica, matematica, de que a
Unica razao para a ndo implantacdo da analise ndo-standard nos bancos Universitarios é o
apego ao tradicional, ainda que de forma infundada.

Certa vez levei este tema para uma possivel defesa do mesmo, no Instituto de
Matematica da Universidade Federal do Rio de Janeiro, e como parte do processo de
entrada no programa, pedi a minha orientadora académica da minha graduagé&o, cursada na
mesma instituicdo, uma carta de recomendacdo. Recebi a resposta de que se levasse um
tema realmente relevante, de matematica verdadeiramente, em suas palavras, “algo sobre a
Conjectura de Poincaré, por exemplo, eu assino a recomendacao”.

Isto mostra que a academia ainda esta presa as questfes da Matematica Pura, e que
embora tenha ficado por 100 anos sem uma demonstracéo ja vinha sendo utilizada como se
tal fato ja houvesse ocorrido, j& que ha tanto tempo fora formulada sem indicios de que nao
fosse verdadeira, e mais importante do que uma alteragdo epistemoldgica e filosofica, de
uma disciplina tao utilizada e estudada que é o Calculo Diferencial e Integral.

Entendemos que isso so6 reforca a importancia do tema abordado nessa tese, ja que
além da divulgacédo do tema, contribuiu para mostrar que a Interdisciplinaridade ainda possui
inUmeros obstaculos no ensino, jA que com a especializacdo cientifica, nos tornamos
cientistas com uma visdo limitada, e isso s6 faz com que tenhamos uma perda significativa,
tanto em relagcdo a formacdo de conhecimentos, como na assimilagdo dos mesmos por
parte dos estudantes, e programas de pés-graduacao como o de Humanidades, Culturas e
Artes da Universidade do Grande Rio, sdo de vital importancia no processo de mudanca de
tais praticas ineficazes.

Concluimos que a auséncia da analise ndo-standard nos curriculos universitarios se
da por uma questao politica, e pela mesma razao, a pouca divulgacao do tema, como vimos
ja existem artigos e livros sobre o tema, e um livro didatico de Célculo com analise nao-
standard, bem como uma pesquisa de campo bem-sucedida, o que comprova a sua
aplicabilidade. Essa conclusdo mostra que existe um longo e arduo caminho de trabalho
dificil de convencimento do valor dessa metodologia. Engenheiros e fisicos lidam bem com

0S nUmeros muito pequenos, ja& que os veem como ferramentas Gteis, mas mesmo eles
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notam intuitivamente uma discrepancia I6gica nas suas concepcdes, e desse modo, uma
base intuitiva mais sélida se faz necessaria.

Propomos uma nova abordagem das disciplinas de Calculo Diferencial e Integral e
nas disciplinas de Analise Real, oferecidas nos cursos superiores de Matematica e areas
afins, indicando ainda, futuros estudos para a verificacdo das consequéncias desse novo
entendimento sobre os numeros, sobre a matematica, sobre a Légica, nas mais diversas
areas das Ciéncias da Natureza, da Cultura humana, da Filosofia, visto que ao longo da vida
humana na terra, podemos observar que o pensamento Matematico muitas vezes norteou o
pensamento humano na compreensdao de Mundo, bem como nos avancgos intelectuais e
tecnoldgicos.

Os atores principais na formulacdo dessa nova analise possuem curriculos
académicos que constam de estudos de Matematica, de LdOgica, mas percebemos que
profundos conhecimentos em Filosofia, fato ao qual depositamos a razdo do sucesso destes
em vencer 0s questionamentos politicos, e a quebra da hegemonia do tradicional,
permitindo a evolucdo de temas que o homem estuda h& pelo menos 25 séculos, e que
acreditamos que possa evoluir infinitamente em tempo infinito.

Acreditamos que diversos objetivos foram alcacados nessa Tese, assim como
respondemos a pergunta de pesquisa proposta, “O conjunto dos numeros reais como
tradicionalmente conhecemos é capaz de dar a base técnica que o Céalculo Infinitesimal
precisa?”, visto que de forma Interdisciplinar, podemos mostrar o poder que a Analise néo-
standard possui, tanto na Matematica quanto fora dela, e que pedagogicamente os
discentes teriam muitas vantagens em estudar o Célculo por essa abordagem, e ao longo do
estudo podemos entender o porqué dessa discussao perdurar por tantos séculos, visto que
0 tema caracteriza-se por um conjunto intrincado e complexo de disciplinas, onde um
tratamento disciplinar do tema seria incapaz de alcagar os fins esperados, que é a
substituicdo, da base tedrica em que o Calculo Diferencial e Integral se sustenta nos dias

atuais.
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